1 REELLE ZAHLEN

Heute: Frustcafé (deswegen kiirzere Plenariibung)

Néchsten Mittwoch: Vorlesung fillt aus, aber Ersatztermin wird gesucht.

1 Reelle Zahlen

Fortsetzung Beweis:

Beweis. 1. Zz: V[(an)nen] ER Iz €R
z == (2 +0,d1dads...)).
OB.dA.2>0,a, >0,neN
(an)ney CF. = 0<a, < NVneN
= 29 € Np, s.d. O.B.d.A. (an)nen C Ip

I ={zeQ|0<zp<z<zmp+1<N}

Iy wird unterteilt in 10 Teilintervalle.

Fiir ein d; € {0,...,9} ein Intervall

I :={!E€Io|2()+d1'10_1§x<20+(d1+1)'10_1}.

Sei 21 = z9 + 0,d1, dann
L={zecly|sn<xz<zn+10"'}L

= Inp Index s.d. |21 — ap,| <1071
UswW. ...

Ergebnis: eine Folge von Teilintervallen

0.B.d.A.
(an)neNC...CIk+1 clyc...cl Cl,.

2p = 2zp—1 +dy - 107F € Q.
Ii={v €l |z <z <z+107"}
Ing : Index s.d. |z — an,| < 10~k

Das heifst fiir eine Folge
ZE = 20 +O,d1d2...dk € Q,k’ € N.

existiert eine Teilfolge (a,, )keny von der C.F. (an)nen, s.d. |2z — an,| < 107% k € N =

(2k — an, )ken Nullfolge, d.h.

= (21)ken ~ (an, Jken

= (2r)ren ~ (an)nen

= (21)ren € [(an)nen]

und der resultierende Dezimalbruch ist:

z:=20+0,d1dy...dp... €R.

Wir haben gezeigt: B
V[(an)nen] € R: 3z € R.

Damit: = Abbildung ist surjektiv und damit bijektiv.
— 3 inverse Abbildung” : R — R.

die auch bijektiv ist.
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Diese Abbildung ist auch vertriglich mit der Addition und der Multiplikation, d.h. [(a,)nen] — @ und
[(a7)nen — a']

Dann [(an)nen] + [(a),)nen] == a+d’
[(an)nen] - [(a},)nen] == a - d

Abbildung R <— R ist Isomorphismus. O

Bemerkung 1. Die Darstellung ist durch einen Dezimalbruch ist nicht immer eindeutig. z.B.:
0,9999...=0,9=1=1,0000....

Deshalb, falls z = zg + 0,d1ds . .. dr999 dj, < 8 dann:

z: =29+ 0,d1dy...(dx+1)0...

Bemerkung 2. Der Satz gilt auch fiir ,b-adische” Briiche mit Basis b € N;b > 2 : a € R besitzt eine
sogenannte ,b-adische Entwicklung”

a==+(ag+0,dydy...)=*+(ag+dy -b ' 4dy-b"%4..).
mit ag = go + g1 - b+ g2 - b*> + ... € Ny mit Ziffern d,,, g, € {0,1,...,b— 1} Fiir b = 2 : dijadische
Entwicklung

1.0.1 Zusammenfassung

Beobachtung: Jede reelle Zahl ist ein Grenzwert von einer Folge (a,)nen rationaler Zahlen.

Beispiel: v/2

’ [ — | ‘

Y(ay), (bn) an — a,b, = a < (a, — by)nen Nullfolge.

Deshalb:

e Definiere C.F. rationaler Zahlen

o Aquivalenzrelation:
(an)nen ~ (bp)nen : <= (an — by)nen Nullfolge .

und Aquivalenzklasse: o
R = {[(an)nenl}

e Eine Klasse aus R < eine reelle Zahl

Konstruktion nach Cantor, 1873

Als néchstes: R ist ein angeordneter Koérper mit .+ ”, ,,-”, ,,>" und ist auch ,yollstandig”.

1.1 Der Koérper R

Seien a € R,b € R und (ay)nen, (bn)nen zugehdrige approximierende Folgen rationaler Zahlen.

Alle Struktureigenschaften von @ sind iiber den Grenziibergang auf R {ibertragbar.

Definition 1 (Absolutbetrag).
la] :== lim |ay,]|.
n— oo

Folglich: Begriffe , Konvergenz” und ,,Cauchy-Folgen” gelten auch fiir Folgen reeller Zahlen.
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Definition 2 (Arithmetische Grundoperationen).
a+b:= lim (a, + by).
n— oo

a-b:= nl;rrgo(an~bn).

Definition 3 (Ordnungsrelation).

a>b:<= lim (a, —by) > 0.

n—oo

und folglich: Ja € Q4 s.d. a,, — b,, > « fiir fast alle n € N.
a>b:<= a>bodera=0.

a<b:<= b>a.

a<b:<—= b>a.

Definition 4 (Positivitit).

Rt :={a€R|a>0}.

Bemerkung 3. Definitionen sind unabhéngig von der Wahl der Folge:

Beispiel fiir Absolutbetrag. Seien (an)nen, (@), )nen zwel approximierende Folgen von a, d.h. (a, —
a, )nen ist eine Nullfolge.

Zu zeigen:
la| = lim |a,| = lim |a,].
n— oo n—oo
d.h. zu zeigen:
. _ . /
g anl = g, lon|

< lim (|ay| —|a,]) = 0.
n—oo

Betrachte:
llan| — lap|| < lan —ay| <e.
= (Jan| — |a}]) ist Nullfolge
= |an| = |a,|
= lim, 00 |an| = limy, o0 |a,| = |a] O

n

Die anderen Beweise folgen analog.

Satz 1 (Der vollstindige Kérper R). 1. (R, +,-,>) ist angeordneter Korper
2. Q ist Unterkorper von R
3. Der Korper Q ist vollsténdig, d.h. jede Cauchy-Folge in R hat einen Grenzwert in R.
4. Der Unterkérper Q ist ,dicht” in R, d.h.

Va € R,Ve > 0,3g. € Q@ s.d. |[a — g.| <e.

Beweis. 1) Korperaxiome (Kommutativitéit, Assoziativitdt, Distributivitét) sind trivial
Neutrales Element der Addition:

0:=0,0... Klasse der Nullfolgen z.B.: a, = 0¥n € N.
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Neutrales Element der Multiplikation
1:=1,0...0 [(1)nen]-
Existenz der inversen Elemente beziiglich der Addition
a+x=0,a€R.
r=-—a= nlingo(—an).

Existenz der inversen Elemente beziiglich der Multiplikation

b-z=1beR\ {0}

1
r=-:= lim ¢,
b n—00
(Cn)nGN = 7.

beR\ {0} = lim,ooby =b#0 )
= (bn)nen keine Nullfolge — fast alle Elemente b,, # 0 (Ubung!)

. __{o by
5 b

(bn'cn): ; bn:o'
1 by £0

Definiere:

0
0

RN

Dann (b, - ¢,) =

= lim,00(bp - cn) =1

a € Q entspricht [(an)nen] mit a, =a¥n € N = Q C R, Q Korper
= (@ Unterkdrper von R.

Sei (ay)nen eine C.F. reeller Zahlen.
Va,, € R 3 approx. Folge(an m)men-

an,m € QVn,m € Q.

an = lim ay, ,nn € N.
n—oo

Vn € N wihle k,, € N mit:
1
lan — an k., | < —.
n
Wir zeigen, dass (ap k, )nen rationaler Zahlen eine C.F. ist.

Sei € > 0. Dann



