Algebra I: Ubungsblatt 5 Lukas Nullmeier, Christian Merten

Aufgabe Al A2 A3 A4 >

Punkte

Aufgabe 1. (a) Beh.: L ist ein Zerfillungskorper von X* — 2 € Q[X].

Beweis. Es ist zunéichst
X1 2= (X2 - V2) (X2 +V2) = (X — V2)(X + V2)(X +iV2)(X —iV?2).
Weiter ist i € Q(v/2,iv/2), denn

4 - 4 1 4 - 4 4 .
Q(V2,i93) 3 5 VAV (V) = i.
Also Q(v/2,iv/2) = Q(v/2,i) = L, also L Zerfillungskérper von X* — 2. O

(b) Esist Q C L endliche Korpererweiterung und char(Q) = 0, also folgt mit dem letzten Zettel

8= [L: Q] = [L: Q]s = #HOI’HQ(L,Q)

mit Q ein algebraischer Abschluss von Q. Da jeder Q-Automorphismus von L C @ insbesondere
Q-Homomorphismus L — @, folgt

#Autg(L,L) <8.
Sei x € Q(L, L). Dann gilt fiir ag,...,a7 € Q:

3
xr =ag+1ia; + %ag + V2 as —|—\/§a4 —&-i%as +i\/§a6 —|—i\4/§a7.

Diese Darstellung ist eindeutig, da die Vorfaktoren der a; eine Q Basis von L darstellen. Sei
nun 7;: L — L fiir ¢ > 1 mit 7; dndert Vorzeichen des i-ten Koeffizienten. Dabei bezeichne
19 =1idp. Dao: Q — Q,r — —r ein Kérperhomomorphismus folgt durch Nachrechnen, dass die
7; ebenfalls Kérperhomomorphismen sind. Dabei ist 7; |p= id, da fiir x € Q folgt = ap und
damit 7 (z) = 7 (ag) = ap = z.

Die 7; sind bereits 8 Q-Automorphismen von L, d.h. mit der Voriiberlegung alle Q-Automorphismen
von L.

Aufgabe 2. (i) L= Q(v2e™/*, —/2ei™/4 \/2e=""/* —\/2e=""/4 denn
X444 = (X% =20)(X?+2i) = (X — V2e™/*) (X 4+ V2™ /) (X — V2e ™/ (X + V27T,
(i) L=Q ((exp (%’r))i:l), denn das sind gerade die 8-ten Einheitswurzeln, also folgt

8
X8 — 1= H(X _ ekwi/4>.
k=1

(iil) L=Q (\/\/3— 1L,-VV3—1,V/—V3—1,—/—/3— 1) . denn

X4 42X? 2= (X +1-V3) (X2 +1+V3)

= (x=VVa-1) (3 v (- ye1-vE) (x4 - va).

Aufgabe 3. (a) Beh.: L = K(«).

Beweis. Es ist [L: K] = n. Da 0; K-Automorphismus, ist o = o;|x = id.
Sei nun f Minimalpolynom von « iiber K. Dann ist f° = fid = f. Betrachte o}: K(a) — L
mit 0 = 0|k (). Dann setzt o o fort, es folgt also mit 3.40 oj(c) Nullstelle von f7 = f. Da
die o}(«) paarweise verschieden, folgt deg(f) > n. Da deg(f) = [K(a): K] < [L: K| = n folgt
deg(f) = n. Damit folgt mit Gradsatz

n=[L: K]|=[L: K(o)][K(a): K] =[L: K(o)jn = [L: K(«)] = 1.

Also L = K(«). O
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(b) Beh.: Jeder K Homomorphismus o: L — L ist Automorphismus.

Beweis. Sei 0: L — L ein K-Hom. Sei @ € L und f € K[X] Minimalpolynom von « iiber L.
Seien weiter 71, ...,7, Nullstellen von f iiber L mit T :== {~q,...,7,-}. Dann gilt, da o|x = id
und o Ringhom, folgt

flo(y)) =o(f(7) =a(0) =0  Vyel.

Damit gilt o(T') C I'. Da o als Kérperhom. injektiv und I" endlich (da #I' < deg(f) < oo) folgt
o) =T, also Iy eT: o(y) =a.

Also ist o auch surjektiv und damit bijektiv. O
Beh.: Wenn L/K nicht algebraisch ist, ist die Aussage falsch.

Beweis. Betrachte Q(7)/Q mit dem durch folgende Zuordnung festgelegten Koérperhomomor-
phismus

o: Q(m) = Q(n)
1—1
T 2
Dann ist o|g = id also ¢ Q-Homomorphismus, aber es gilt o(z) # 7 Vo € Q(n), denn 7

transzendent {iber Q (Ang.: es gibe ein solches z, dann ist 7 = o(z) = >_p_, axm?” fiir a), € Q,
also 0 =37, apm?® — 7, also insbesondere 7 algebraisch iiber Q). O

Aufgabe 4. (a) Sei K C R C L Unterring. Beh.: R Korper.

Beweis. Sei o € R\{0}. Dann ist « € L algebraisch iiber K, also sei f € K[X] Minimalpolynom
zu o mit
f=X"+ca X" 14+, +¢

fiir ¢; € K. Es ist ¢ # 0, da f irreduzibel. In L existiert . Damit folgt

0= a_lf(a) = a_l(a" +epa™ 4 co) = a" 't 10" 24+ epa

Da ¢y # 0 folgt

1 —1/ n—1 )
a "t =—¢; (@"T T+ epm1d" T+ ).

Daa € R, ¢; € K und R Ring mit K C R folgt o' € R. O
(b) Es bezeichne R die Menge aus der Aufgabenstellung. Beh.: FF = R.

Beweis. (i) Z.z.: RRing. Da K C E,Fist 1 = 1xlg € Rund 0 = 00k € R. Weiter seien
z,y € Rmit x =" a;b; und y =Y. | ¢;d; mit a;,¢; € E, b;,d; € F. Durch Ergénzung
der a; und b; am Ende durch ¢; bzw. d; folgt direkt

n+m

n m
T +y= Zalbl +Zcidi = Z a;b; € R.
1=1 1=1 =1

Fiir zy entstehen durch Ausmultiplizieren Summanden der Form a;b;c;d; = a;c; bid;, also
~
€E €F
folgt durch Umbenennung zy € R aus  +y € R. Da E und F Korper iibertragen sich
Assoziativ und Distributivgesetz direkt auf R. Auch additive Inverse existieren, da F, F
Korper sind folgt

n

T+ Xn: —(aibi) = Z(aibi - azbz) =0.
i=1

i=1
———

=—x

Also —x € R.
(ii) Sei nun H C L Korper, der F und F enthélt, dann folgt insbesondere R C H.
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(iii) Nach (i) ist R Ring und offensichtlich Teilring von L, damit nach (a) Kérper und wegen
(ii) kleinster Teilkorper von L, der E und F enthélt. Also EF = R.

O
(c) Beh.: Sind [E: K] und [F': K] endlich, so auch [EF: K] und es gilt
[EF: K| < [E: K|[F: K].
Beweis. Seien [E: K], [F: K] endlich. Dann sind E und F e.d. als K VR, insbesondere existieren

i, Biy s.d. (o), Basis von E und (8;)7, Basis von F. Wegen (b) ist damit (a;/3;);" 72, endliches
Erzeugendensystem von EF der Linge nm. Damit folgen beide Behauptungen. O



