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Aufgabe A1 A2 A3 A4
∑

Punkte

Aufgabe 1. Sei ∅ 6= Ω ⊆ Rn.

� � =⇒ �: Sei Ω n-dimensionale C1-Mannigfaltigkeit der Dimension n und x ∈ M beliebig. Dann
ex. eine Umgebung Ω ⊆ Rn von x und eine Abbildung f ∈ C1(Ω,R0), mit f−1(0) = M ∩Ω. Da
R0 = {0} folgt

M ∩ Ω = f−1(0) = Ω.

Also folgt Ω ⊆M . Da Ω Umgebung, ex. ein ε > 0, s.d. Bε(x) ⊆ Ω ⊆M . Da x beliebig, folgt M
o�en.

� � ⇐= �: Sei Ω o�en und x ∈ M beliebig. Dann ∃ε > 0, s.d. Bε(x) ⊆ M . Setze Ω := Bε(x).
Dann ist Ω ⊆ Rn eine Umgebung von x. Setze weiter f : Ω → R0, x 7→ 0. Dann ist f konstant,
insbesondere f ∈ C1(Ω,R0) und f−1(0) = Ω = M ∩ Ω, da Ω ⊆ M . Auÿerdem ist Df(x) = 0
∀x ∈ Ω, also rangDf(x) = 0 = n− n ∀x ∈ Ω. Also M C1-Mannigfaltigkeit der Dimension n.

Aufgabe 2. a) Sei x ∈ Sn−1. Dann setze Ω := Rn \{0}. Dann ist Ω o�en, da Ωc = {0} abgeschlos-
sen in Rn. Auÿerdem ist x 6= 0, also x ∈ Ω und damit Ω Umgebung von x.

Setze weiter f : Ω→ R mit g(x) := |x| − 1. Dann gilt, da 0 6∈ Sn−1:

f−1(0) = {x ∈ Rn | |x| = 1} = Sn−1 = Sn−1 ∩ (Rn \ {0}) = Sn−1 ∩ Ω.

Auÿerdem ist für x ∈ Ω: f(x) =
√∑n

k=1 xk − 1 als Komposition di�erenzierbarer Abbildungen
di�erenzierbar auf Ω. Auÿerdem ist für i ∈ {1, . . . , n} und x ∈ Ω

∂f(x)

∂xi
=
xi
|x|

stetig also f ∈ C1(Ω,R) und

Df(x) =
xt

|x|
6= 0.

Dann folgt also rangDf(x) = 1 ∀x ∈ Ω.

Also folgt Sn−1 n− 1-dimensionale C1-Mfkt.

b) Sei x ∈ Kn−1 \ {0}. Dann setze Ω := Rn \ {0}. Dann ist analog zu (a), Ω eine Umgebung von

x. Setze weiter f : Ω→ R, x 7→
∑x2

k

k=1−x2n. Dann ist f di�erenzierbar und für i ∈ {1, . . . , n− 1}
gilt

∂f

∂xi
= 2xi

∂f

∂xn
= −2xn.

Also folgt
Df(x) = 2

(
x1 x2 . . . xn−1 −xn

)
6= 0 ∀x ∈ Ω.

Also rangDf(x) = 1 ∀x ∈ Ω. Zuletzt gilt

f−1(0) = Kn−1 \ {0} = (Kn−1 \ {0}) ∩ Ω.

Also ist Kn−1 eine n− 1 dim. C1-Mfkt.

c) Ang.: Kn−1 ist eine C1-Mfkt. Dann betrachte x := 0. Dann ex. eine Umgebung Ω ⊆ Rn von x
und U ⊆ Rn−1 und ein g ∈ C1(U,R1) mit Kn−1 ∩ Ω = π(graph g). Da Ω Umgebung von x, ex.
ein ε > 0, s.d. Bε(0) ⊆ Ω.

Setze nun a := ε
2 und b :=

√
a2

n−1 . Für z ∈ π(graph g) ex. ein k ∈ {1, . . . , n} mit zk =

g(z1, . . . , zk−1, zk+1, . . . , zn). Dann setze für i ∈ {1 . . . , n − 1}: yi := b und yn := a. Setze
nun

ỹi :=

{
yi i 6= k

−yi i = k
∀i ∈ {1, . . . , n}.

1



Analysis 3: Übungsblatt 10 Leon Burgard, Christian Merten

Dann folgt da ỹ2i = y2i ∀i ∈ {1, . . . , n}:

|y| = |ỹ| =
√

(n− 1)b2 + a2 =
√

2a2 =
ε√
2
< ε.

Auÿerdem
n−1∑
i=1

y2i =

n−1∑
i=1

ỹ2i = (n− 1)b2 = a2 = y2n = ỹ2n.

Also ist y, ỹ ∈ Ω ∩ Kn−1. Sei nun nach Umnummerierung der Koordinaten o.E. k = n. Dann
ex. ein u ∈ U ⊆ Rn−1, s.d. (u, g(u)) = y. Das heiÿt u1, . . . , un−1 = b und g(u) = a. Aber da
ỹ ∈ Kn−1 ∩ Ω ist auch (u,−a) ∈ graph g, insbesondere folgt

−a = g(u) = a

aber das ist ein Widerspruch zu g Abbildung.

Aufgabe 3. a) Sei v ∈ TξM . Dann ex. γ ∈ C1((−ε, ε),M) mit γ(0) = ξ und γ′(0) = v. Dann ist
F ◦ γ(0) = F (ξ). Es gilt ∀t ∈ (−ε, ε) : γ(t) ∈ M . Da Br(ξ) o�en und γ ∈ C1((−ε, ε),M) ex. ein
0 < δ < ε, s.d. ∀t ∈ (−δ, δ) : γ(t) ∈ M ∩ Br(ξ). Also gilt ∀t ∈ (−δ, δ) : F ◦ γ(t) ≥ F ◦ γ(0). Also
ist 0 ein lokales Minimum von F ◦ γ. Damit folgt mit der Kettenregel

0 = (F ◦ γ)(0)′ = (DF )(ξ)γ′(0) = (∇F )(ξ)tv = 〈∇F (ξ), v〉.

Also folgt ∇F (ξ) ∈ TξM⊥ = NξM .

b) Das gegebene f erfüllt gerade die Eigenschaften aus Satz 5.6, d.h. es folgtNξM = span〈∇f1(ξ), . . . ,∇fm−n(ξ)〉.
Da nach (a) ∇F (ξ) ∈ NξM , ex. also yi ∈ R s.d.

∇F (ξ) =

m−n∑
i=1

yi∇fi(ξ).

Aufgabe 4. Sei f ∈ S (R) und λ > 0. Dann ist f̂ ∈ R und für ein beliebiges Polynom p ∈ C∞(R)

auch pf̂ ∈ S (R) nach De�nition von S (R). Falls p(x) 6= 0 ∀x ∈ R ist ebenfalls f̂
p ∈ S (R). Mit

Quotientenregel folgt, dass

dk

dxk

(
f̂(x)

−x2 − λ

)
=

∑s
k=1 pk(x) dk

dxk f̂(x)

(−x2 − λ)2k
(1)

für Polynome pk ∈ C∞. Da (−x2 − λ)k 6= 0 für k ∈ N und x ∈ R, folgt mit (1), dass

f̂

−x2 − λ
∈ S (R).

Setze nun u : R→ R mit u(x) := F−1
(

f̂
−x2−λ

)
(x) für x ∈ R. Dann ist u ∈ S (R) und es gilt:

u(x) = F−1
(

f̂

−x2 − λ

)
(x) ∀x ∈ R

F inj.⇐⇒ û(x) =
f̂

−x2 − λ
∀x ∈ R

−x2−λ6=0⇐⇒ û(x)(−x2 − λ) = f̂(x) ∀x ∈ R

⇐⇒ ixû′(x)− λû(x) = f̂(x) ∀x ∈ R

⇐⇒ û′′(x)− λû(x) = f̂(x) ∀x ∈ R
⇐⇒ F(u′′ − λu)(x) = Ff(x) ∀x ∈ R
F inj.⇐⇒ u′′(x)− λu(x) = f(x) ∀x ∈ R

Das zeigt die Existenz und die Eindeutigkeit.
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