Analysis 3: Ubungsblatt 10 Leon Burgard, Christian Merten

Aufgabe Al A2 A3 A4 >

Punkte

Aufgabe 1. Sei ) # Q C R™.

o, = " Sei ) n-dimensionale C'-Mannigfaltigkeit der Dimension n und x € M beliebig. Dann

ex. eine Umgebung 2 C R von z und eine Abbildung f € C1(Q,R?), mit f~1(0) = M N Q. Da
R = {0} folgt
MNQ=f10)=Q.

Also folgt 2 C M. Da ©Q Umgebung, ex. ein € > 0, s.d. B.(z) C Q C M. Da x beliebig, folgt M
offen.

, <= " Sei Q offen und z € M beliebig. Dann Je > 0, s.d. Bc(z) C M. Setze Q = B.(x).
Dann ist  C R" eine Umgebung von z. Setze weiter f: Q — R° z + 0. Dann ist f konstant,
insbesondere f € C1(Q,R%) und f~1(0) = Q= MNQ, da Q C M. Auferdem ist Df(z) = 0
Vz € Q, also rangDf(z) =0 =n —n Vo € Q. Also M C'-Mannigfaltigkeit der Dimension n.

Aufgabe 2. a) Sei z € S"~!. Dann setze Q := R\ {0}. Dann ist Q offen, da Q¢ = {0} abgeschlos-

sen in R™. Aufierdem ist z # 0, also = € £ und damit 2 Umgebung von z.
Setze weiter f: Q — R mit g() := |z| — 1. Dann gilt, da 0 ¢ S"~ %

JHO) = {z € R [Ja] =1} = $" 1 = 5" LN (R {o}) = "1 n Q.

Auferdem ist fiir z € Q: f(z) = /> p_; xx — 1 als Komposition differenzierbarer Abbildungen
differenzierbar auf 2. Auferdem ist fiir ¢ € {1,...,n} und z € Q

Of(x) _ wi
ox; |z
stetig also f € C1(Q,R) und
¢
x
Df(z) = 2] # 0.

Dann folgt also rangD f(z) = 1 Vz € Q.
Also folgt S"~! n — 1-dimensionale C'-Mfkt,.

Sei z € K" 1\ {0}. Dann setze Q := R" \ {0}. Dann ist analog zu (a), 2 eine Umgebung von

2
z. Setze weiter f: Q — R,z — > ;*  —z2. Dann ist f differenzierbar und fiir i € {1,...,n — 1}
gilt

of of

=2 = = -2z,

ox; v oz, x

Also folgt
Df(x)=2 (acl Ty ... Tp_i —xn) #£0 VxeQ.

Also rangD f(x) = 1 Va € Q. Zuletzt gilt
F7H0) = KT\ {0} = (K" {0} N
Also ist K"~ ! eine n — 1 dim. C*-Mfkt.

Ang.: K"~ ! ist eine C'-Mfkt. Dann betrachte x := 0. Dann ex. eine Umgebung Q2 C R" von x
und U € R*! und ein g € CY(U,RY) mit K»~1 N Q = 7w(graph g). Da Q2 Umgebung von z, ex.
ein € > 0, s.d. B(0) C Q.

Setze nun a = § und b = 7:‘_21. Fiir z € w(graph g) ex. ein k € {1,...,n} mit 2z, =
(21, s Zk—1, Zk41s- -+, 2n). Dann setze fiir ¢ € {1...,n — 1}: y; := b und y, = a. Setze
nun
. Lk
gi::{y’ Z# Vie{l,...,n}.
—yi 1=k
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Dann folgt da §? = y? Vi € {1,...,n}:

= 13 = V= DP +a? = Vaa? =

< €.

5

Auflerdem

n—

Z qu (n—1)b* = a® = yi = .

=1

Also ist ¥, € QN K™ 1. Sei nun nach Umnummerierung der Koordinaten o.E. k& = n. Dann
ex. ein u € U C R"!, s.d. (u,g(u)) = y. Das heift uy,...,u,_1 = b und g(u) = a. Aber da
7€ K" 1N Qist auch (u, —a) € graph g, insbesondere folgt

—a=g(u)=a

aber das ist ein Widerspruch zu g Abbildung.

Aufgabe 3. a) Sei v € T¢M. Dann ex. v € C*((—¢,€), M) mit v(0) = £ und +/(0) = v. Dann ist
Fo~(0) = F(£). Es gilt Vt € (—¢,€): v(t) € M. Da B, (&) offen und v € C’l(( €,€), M) ex. ein
0<d<esd Vie (=6,0):v(t) e MNB.(£). Also gilt Vi € (—6,8): Fo~n(t) > Fo~(0). Also

ist 0 ein lokales Minimum von F o «. Damit folgt mit der Kettenregel
0= (Foy)(0) = (DF)(§)(0) = (VF)(§)"v = (VF(E),v).
Also folgt VF(§) € TeM+ = NeM.

b) Das gegebene f erfiillt gerade die Eigenschaften aus Satz 5.6, d.h. es folgt Ne M = span(V f1(£), ...,V fm_n(§)).
Da nach (a) VF(&) € NeM, ex. also y; € R s.d.

m—n

= Z yiVfi(€)

Aufgabe 4. Sei f € S(R) und A > 0. Dann ist f € R und fiir ein beliebiges Polynom p € C*°(R)

auch pf € < (R) nach Definition von .(R). Falls p(x) # 0 Vax € R ist ebenfalls % e Z(R). Mit
Quotientenregel folgt, dass

a* ( f) )‘zz_lpm(&lﬂ@ 1)
dF \ Ty = (—x2 — \)2k

fiir Polynome py, € C™. Da (—x2 — \)* # 0 fiir K € N und z € R, folgt mit (1), dass

f

22\

Setze nun u: R — R mit u(z) = F~! ( ) (z) fir z € R. Dann ist v € (R) und es gilt:

u(z) =F ! (—xj—)\> (x) Ve eR

LS u(z) = fo)\ Yz e R
e A(z)(—a® —N) = fl) VeeR
— izt (z) — Mi(z) = f(z) VrzeR
— u(z) — Mi(z) = f(z) VzeR
= Fu" — u)(z) = Ff(z) Vo e R
LY u'(x) — Mu(z) = f(x) Vr e R

Das zeigt die Existenz und die Eindeutigkeit.



