1 GRUNDLAGEN

1 Grundlagen

1.1 Vollstindige Induktion

Beispiel 1. Betrachte die Summe der ersten n natiirlichen Zahlen. Es gilt:

Zk_niﬂ

Beweis. Induktionsanfang fiir n = 1:

2
k=1
Induktionsschritt
n+1
B _n(n+1) _nm+1)+2n+2  (n+1)(n+2)
> k= Zk+n+1 T+n+1_ 5 = 5 :
k=1
O
Definition 1. Seien m,n € Nym <n
Ay g1 -+ -5 G € RoDann @y 4+ amg1 + ... +an = >, ap. Fallsm >n, dann Y} ap =0
Beispiel 2. Definiere rekursiv fiir £ € R: 2% := 1 und "' := 2 - 2™, n € Ny Betrachte
Zxk =l4+z+22+234+2r+.. . +2",zeR.
k=0
Dann heifst
_l-an n+l
Z e P
geometrische Summenformel.
Beweis. Induktionsanfang fiir n = 1:
l4p= I+z)(1—2) _ lfo'
1—=x 11—z
Induktionsschritt: n — n+ 1
n+1 n
5ot = Soat g an
n=0 k=0
_ 1= pntl 4 gntl _1- vt (1 — ) (2™ _1- xnt?
1—x 1—x 11—z 1—x
O

Alternativbeweis mit Teleskop-Summe.

l—g"l=1—z4+x—a2?4+2°—... —2"+2"—2"+1
n+1

= E ab — E "
_ sz _ Zxk+1
k=0 k=0

n
= E Z‘k—ﬂl‘
k=0
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O

Als Anwendung der geometrischen Summenformel ergeben sich niitzliche Formeln, z.B. Va,b € R und
n € N gilt:

n—1

a — b = (a _ b) Z an—l—kbk
k=0

Beweis. Fir a =0 und a = b stimmt die Formel offenbar.
Betrachte geometrische Reihe mit x := 3 #1

1_ <Z)nzl—x"Z(l—x)nka:(l_z)ni(z)k

k=0 k=0
n—1 n—1
a® — b = (a _ b) Z bka—kan—l _ (a _ b) Z an—l—kbk
k=0 k=0
O
1.2 Elemente der Kombinatorik
Fiir n € N ist die Fakultdt n! rekursiv definiert durch:
:=1und Vn e N: (n+ 1)l =nl(n+1).
Per Definition 0! := 1
Satz 1 (Permutationen). Die Anzahl aller Anordnungen (oder Permutationen) von n € N Ele-
menten ist n!.
Beweis. Induktionsanfang:
n = 1: Eine Anordnung 1
n = 2: Zwei Anordnungen 12, 21
Induktionsschritt n — n + 1: Anzahl von Anordnungen der Elemente 1,...,n + 1, die das Element

(n+1) auf Platz 1 hat bei beliebiger Anordnung der anderen Elemente nach Induktionsannahme ist n!.
Fiir jedes der n+1 Plétze ergeben sich wieder n! Anordnungen, d.h. insgesamt: n!(n+1) = (n+1)! O

Definition 2 (Binomialkoeffizient). Fiir n,k € N definieren wir:
-1)...(n— 1
nZkZl:(Z) ::n(n )..-(n—k+1)

k!
n
k=0: =1
49) _

(”) ist die Anzahl der k-Elementigen Teilmengen einer n-Elementigen Menge, z.B.: Lotto (6

1%.983.816.
n\ _ nn-1)...(n—k+1)
(i) ==
~nn—-1)...(n—k+1)(n— k)
B El(n — k)!
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‘ Es folgt () =1, () =1, (M =(",) =nVneN.

n—1

Abbildung 1: figurl



