1 GRUNDLAGEN

1 Grundlagen

1.1 Organisatorisches

1. Freitag 1.11. Feiertag
2. Abgabe Donnerstag davor

Lemma 1. Fiir n,k € Nmit 0 < k < n gilt:
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Bemerkung 1. Mit Hilfe der Rekursionsformel
n\y (n-—1 n n—1
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berechnet man die Binomialkoeffizienten explizit, auch bekannt als ,,Pascalsches Dreieck”.
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Abbildung 1: Pascalsches Dreieck

Satz 1 (Binomische Formel). Fiir a,b € R und n € N gilt:

i =3 (D)o

k=0
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(a+b)" = <Z>a" + (?)a”1b+...+ (nT_L 1>ab”1 + <Z>b”.

Beweis durch Induktion. Induktionsanfang n = 1:
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a+b (0>a+ (1)1) a+1b

Annahme: Die Formel gilt fiir ein n > 1

bzw.

Induktionsschritt: n — n +1

(a4 b)"™ = (a+b)(a+b)"
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1.2 Grundlegendes iiber Zahlenmengen

N ={1,2,3,...} natiirliche Zahlen.

auf N sind die arithmetischen Operationen ,,+” (Addition) und ,,-” (Multiplikation) definiert. Fiir diese
gelten u.a. die Regeln:

n+m =m+n bzw. n-m =m - n Kommutativitadt
(n+m)+k=n+(m+k)bzw. (n-m)-k=mn-(m-k) Assoziativitét
(n+m)-k=n-k+m-k Distributivitét

Subtraktion und Division sind nicht fiir alle Paare der natiirlichen Zahlen definiert (1-2 ¢ N, 1 ¢ N),
d.h. die natiirlichen Zahlen sind beziiglich der Subtraktion und Division ,,unvollsténdig”. Dies bedeutet,
dass fiir n,m € N z.B.: die Gleichung

n+xr=m

nicht immer 16sbar ist.

Deshalb werden die natiirlichen Zahlen zu den ganzen Zahlen erweitert.
Z=A...,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...} ganze Zahlen.

In Z hat die Gleichung n + = = m die (eindeutige) Losung: x = m —n € Z.

Z ist vollstandig beziiglich der Subtraktion aber unvollsténdig beziiglich der Division, d.h. fiir beliebige
b,y € Z, b # 0, die ,lineare” Gleichung b - x = y nicht immer durch ein z € Z l6sbar ist.

Diese Beschrinkung wird durch die Einfiihrung der rationalen Zahlen behoben:
r
Qz{;\reZ,seN}.

Die Menge Q ist vollstéindig beziiglich der vier elementaren arithmetischen Operationen (bis auf die
unzuldssige Division durch Null).
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Q bildet mit der Operation ,+” und ,-” einen , Korper” bildet.

1.3 Was ist ein Ko6rper?

Sei K eine Menge mit Operationen ,,+” und ,,-”.

Operation ,,+” erfiillt die Axiome der Addition

1. Kommutativitit Va,b € K :a+b=b+a
2. Assoziativitit Va,b,c € K : (a+b)+c=a+ (b+c)

3. Neutrales Element 30 € K :Vae K:a+0=a

e

. Additives Inverses Va € K : 3—a € K :a+ (—a) =0
Operation ,,-” erfiillt Axiome der Multiplikation

1. Kommutativitit Va, b€ K :a-b=b-a
2. Assoziativitét Va,b,c€ K : (a-b)-c=a-(b-¢)

3. Neutrales Element 31 € K\ {0} = K*:Vae K:a-1=a

e

. Additives Inverses Va € K : 3a ' € K :a-a 1 =1

Zusitzlich gilt ,4+” und ,,”” erfiillen die Distributivitét (D):

Va,b,ce K :a-(b+c¢)=a-b+a-c

Definition 1 (Korper). Eine Menge K mit Operationen ,+” und ,,- ” (K, +, -) die Axiome

A1-A4, M1-M4 und D erfiillt, heiftt Korper.

Beispiel 1. (Q, +, -) ist ein Korper
(Z, +, - ) ist kein Korper

Definition 2 (Angeordneter Korper). Sei (K, +,-) ein Korper. Es 3p C K eine Teilmenge, die

Axiome erfiillt:

1. V € K gilt genau eine der folgenden Aussagen:

(a) ae P
(b) a=0
(c) —a€P

2. Ausa >0 und auch b >0 folgt: a+b>0unda-b >0

Dann heift (K, +,-,>) angeordneter Korper.




