Analysis 3: Ubungsblatt 2 Leon Burgard, Christian Merten

Aufgabe Al A2 A3 A4 >

Punkte

Aufgabe 1. a) Sei A C R abzdhlbar. Beh.: A € Z(R) und A(A) = 0.

Beweis. Zunichst sei € R. Dann ist {z} € Z(R), da abgeschlossen. Betrachte nun

A, = [x,x—l—%)i ﬂ A, = {z}.

neN
Da A,, linksgeschlossene Intervalle fiir n € N, ist A([z,z + 1) = 1. Damit folgt, da A MaR
o1 . -
0= nl;rrgo o= nl;rréo AMA,) = A({z}).
Sei nun (¢;);cr Abzdhlung von A mit I C N und ¢; # g; fiir ¢ # j und ¢; € A. Dann ist
A= J{a} € 2R).
icl

Weiter gilt mit o-Additivitdt von A und der Voriiberlegung:

A(A) = A (U{%‘}) => Aah=> 0=0.

i€l iel iel

Sei a > 0. Beh.: @A € Z(R) und MaA) = aA(A).

Beweis. Zunichst ist fo: Z(R) - #(R), A — aA eine inklusionserhaltende Bijektion.

Sei A € A(R).Essei ¢ C Z(R) die Menge der linksgeschlossenen Intervalle. Da o(_#) = #(R)
und fir I € # = I°€ 7, existieren I € Z, s.d.

A= It oder A= () L.
keN keN
Sei0.E. A =penIn Fiir I € ¢ ex. a,b € Rmit a <b,s.d. I = [a,b). Dann ist al = [aa, ab) €
# und damit
AMal) = MJaa, ab)) = |aa — ab] = ala — b] = aX(I).
Damit folgt
ozA:ozUIk: UaIkEQ(R).
keEN kEN
Betrachte nun I, == I, \ Uf;ll I;. Dann sind die I, disjunkte Vereinigung von endlich vielen
linksgeschlossenen Intervallen. Durch Umnummerierung und Aufteilung der Vereinigung auf
mehrere Folgenelemente, sei 0.E. I, € _# Vk € N und

A=) I
keN
Damit folgt

AMaA)

(ey)

fao inklusionserhaltend =

keN

A o’—agditiv Z )\(Oéfk)
keN
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¢) Beh.: Fiir alle o > 0 existiert eine Menge A € #(R), s.d. A dicht in R und A(4) = a.

Beweis. Sei (¢;)ien eine Abz&hlung von Q und sei 0.E. ¢; = 1. Dann betrachte

1 1
A= U |:qk_2k;qk+2k:| .
keN

Esist Q C A, d.h. A dicht in R, da Q dicht in R.

Da g =1list [1— 4,1+ 3] =[3,3] C A. Es ist wegen der Translationsinvarianz von X weiter:

A([3.3]) = A([0,1]) = 1. Wegen der Monotonie von A folgt damit A(A) > 1. Weiter ist A
o-subadditiv. Damit folgt

= B b )

keN
Translat.inv. 1
£ (o)
keN
() 1 k-1
= Z ok—1 A2, ok rl)
1
- S\ (0,1)

geom. Reihe

Es ist also 1 < A(A) < oo, es ex. also ein a € R, s.d. A\(A) = a. Wihle nun 3 = <. Damit folgt
mit B = A
A(B) = A(BA) = BA(A) = Ba = «a.

Aufgabe 2. a) Beh.: #* ist ein dufieres Maf.

Beweis. (i) Es ist offensichtlich #*(()) = 0.

(ii) Seien A, B C R mit A C B, dann ist jede Uberdeckung von B auch eine Uberdeckung von
A. Damit folgt die Behauptung.

(iii) Sei A; € Z(R) fiir i € N. Dann sei 6 > 0 und fiir i € N (B;;);en eine Uberdeckung von A;,

s.d.
> diam(By;)* = 5 (As).
JEN
Dann ist
i€N i,j€EN
Also folgt

ieN i,jEN ieN

Damit folgt

5 U AZ-> = lim sup J&° (U Ai>
(ieN 60 €N
> lim sup Z 257 (A;)

020 GeN

= Z lim sup 75" (A;)

ien 00

= H°(A).

i€EN
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b) Beh.: #%(aA) = a®5°(A).

Beweis. Sei A C R und a > 0. Wie bereits in Al ist f, eine inklusionserhaltende Bijektion.
Damit ist fiir B; C R:
AQ UB] < OzAg UO[B]‘.
JEN JEN
Da offensichtlich diam(aA) = adiam(A) und wegen a > 0: diam(B;) < § <= diam(aB;) =
adiam(B;) < «od, folgt die Behauptung aus der Definition. O

c) Beh.: #°(A+y) =°(A) VACR,y € R.

Beweis. Sei A C R und y € R. Es ist analog zu Al f,: Z(R) - Z(R), A — A+y inklusionser-
haltende Bijektion. Aufserdem ist diam(A) = diam(A + y). Damit folgt die Behauptung aus der
Definition analog zu (b). O

d) Beh.: 2V ist das ZdhlmaR.

Beweis. Sei A C R endlich. Dann ex. ein I C N, s.d. A = (a;);c1- Es ist weiter
iel
mit diam({a;}) = 0 fiir 4 € I. Damit folgt
> diam({a;})’ = |I| = #A.
iel
Also fiir § — 0 ist S (A) = #A, also #°(A) = #A. Wegen der Monotonie von 7 ist fiir
B C R unendlich, #°(B) = occ. O

Aufgabe 3. a) Beh.: v duleres Maf.

Beweis. (i) v(0) =0, da @ endlich.
(ii) Seien A,B C £(X) und A C B. Falls v(B) = 1: trivial. Sei also v(B) = 0. Dann ist B
hochstens abzihlbar, also A ebenfalls und es folgt
v(A) =0=v(B).

(iii) Sei Ap € Z(X) fiir k € N. Falls ein n € N ex., s.d. Ay {iberabzéhlbar, ist auch (J, .y Ax
iiberabzahlbar, also

v (U Ak> =1<v(An)+ Y v(A) =Y v(Ag).

kEN T keN keN
- k#n
———
>0

Falls Vk € N: A hochstens abzahlbar, dann ist UkeN Ay, hochstens abzdhlbar und es gilt

V<U Ak> =0=" v(Ag).

keN keN

b) Sei # ={Aec 2(X)|v(E)=v(ENA)+v(ENA®) VEe P2(X)}
Beh.: # = {A € Z(X) | A hochstens abzihlbar oder A° hochstens abzahlbar} =: %

Beweis. Falls X abzdhlbar, dann ist v(A) = 0VA € (X)), also trivialerweise # = 2 (X) = .Z.
Sei also X iiberabzédhlbar.
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o ,C” Sei A € . Falls A hochstens abzdhlbar, folgt direkt A € .%. Sei also A iiberabzéhlbar.
Dann ist mit £ = X:

1= 1(X) = p(X NA) +0(X N A) = p(A) +4(A49) = 1+ 0(A°).

=1

Also v(A°) =0, also A° hochstens abzdhlbar und damit A € .7, also # C 7.

e D" Sei A€ .Z und E C X beliebig. Falls A und E hochstens abzdhlbar sind F N A und
E N A¢ ebenfalls héchstens abzéhlbar, also folgt

VE)=0=v(ENA)+v(ENA®) = Ac . X.
Falls A hochstens abzdhlbar und E iiberabzdhlbar folgt mit der Subadditivitéat von v:

1=v(E)< v(ENA) +v(ENA°.
—— ——

=0 <1
da A abzidhlbar -

Also folgt ¥(EN A°) = 1 und damit A € .Z.
Falls A iiberabzahlbar und E h6chstens abzahlbar sind FNA und ENA€ ebenfalls hochstens
abzéhlbar, also A € ..

Falls A und E iiberabzahlbar ist A hochstens abzahlbar, da A € % und damit wegen
Subadditivitit von v:

1=v(E) <v(ENA)+v(EFNA°) = v(FNA) =1 = Aec /.
<1 =0

Also insgesamt .# C .4 .

O
Aufgabe 4. Beh.: u ist ein Mafs.
Beweis. (1) u(@) =0, denn #(0N{1,...,n}) =0Vn eN.
(i) Sei A; € Z(N) fiir i € Nund A; N A; = 0 fiir i # j. Dann gilt
1
M(U Ai> = limsup —# <U Aﬂﬁ{l,...,n})
ieN noroo T ieN
= limsupl# (U(Aiﬂ{l,...7n})>
isj. Ver. 1
i)Y limsup—z#(A,-ﬂ{l,...,n})
n—oo M ioN
= Zlimsupl#(Aiﬂ{l,...7n})
ien noeo T
= ZH(Ai)~
1€EN
O



