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Punkte

Aufgabe 1. Die relativen Konditionszahlen sind gegeben durch
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Die Multiplikation ist also gut konditioniert.
o Fx,y) = e
or 1 oF_ =
dr y  dy ¢
Damit folgt
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Die Division ist also auch gut konditioniert.
. Fla)=
dr 1
dr 2y
Damit folgt
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Wurzelziehen ist also ebenfalls gut konditioniert.
Aufgabe 2. e SeipeN.
f(h) = (ph* + h?)* — p*h*
=h?(2ph +1)
Esist 2ph +1 < 2p+ 1 fiir h < 1. Also folgt mit ¢ =2p+ 1
f(h) = O(h?).
Es ist aufserdem R2aph 1 1) 2kt B2 )
ph + ph” + h\0
N i e

also ist f(h) # O(h3).
<

o Es gilt fiir 0 < 7 < 1:]In(h)| > 1. Also folgt

h2
01 = || <12 = 00 = 002)
Es ist aufserdem mit de I’Hospital
2 1 , 1
im |———| = lim |—2 de Hospital lim [22] = 0o
h—0 111(/1)]13 h—0 ln(h) h—0 % ’

also ist f(h) # O(h3).



Einfiihrung in die Numerik: Ubungsblatt 2 Leon Burgard, Christian Merten

e Es folgt mit Additionstheoremen
sin(x + h) — 2sin(x) +sin(z —h)  2sin(x)(cos(h) — 1)

h) = i .
F(h) h? + sin(x) h? +sin(z)
Damit folgt f(h) = O(h?), denn mit de ’'Hospital ist
. | f(h)| .. |2sin(z)(cosh — 1) 4+ h? sin(z)
N e | T A &
— lim —2sin(x) sin(h) + 2hsin(z)
h—0 4h3
— lim —2sin(x) cos(h) + 2sin(x)
h—0 12h2
.. |2sin(z)sin(h)
B BT
— lim 2sin(z) cos(h) ’
h—0 24
| sin(z)
= 12 < oo
Es gilt auferdem f(h) # O(h?®), denn wiederum mit de ’'Hospital ist
. _ 2 .
lim f(h) — lim 2sin(z)(cosh — 1) + h?sin(z)
h—0 h—0 h?
— lim —2sin(x) sin(h) + 2hsin(z)
h—0 5ht
— lim —2sin(x) cos(i%) + 2sin(x)
h—0 20h3
.. |2sin(z)sin(h)
=T Gon?
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= 0.
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Abbildung 1: Links: fi(h) fiir p =1 und ¢ =7, Rechts: fa(h) mit ¢ =1

Aufgabe 3. Quadratische Ergdnzung fiihrt auf die Losungsformel

Ty =EVp*—1+p
Also folgt
aFl/Q P

—+ +1
dp p?—1
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Damit ergibt sich

ko1 =

Aus der Losungsformel folgt zudem F(p) € R? <= |p| > 1

Das alternativ parametrisierte Problem fiihrt auf die Losungen 1 =t und zo = %, denn

241
ot t+1=t2—t*-141=0
1 2411 1 1
- — ZHl1l==-1- 1=0.
12 t t+ 12 752+
Damit folgt
or
i p—
ot
oF, 1
ot 2
Damit folgt
t
ky=1-=1
11 n
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Im ersten Fall wird das Problem schlecht konditioniert, wenn |p| < 1 wird, allerdings hat dann die
Gleichung keine reellen Losungen mehr. Im zweiten Fall, ist das Problem immer gut konditioniert.

Aufgabe 4. Es sei I :=[0,1] und

2z falls = € [0,0.5)

frI—=1, f(x):= {2_23; falls x € [0.5,1]

Die Folge (x;);en sei fiir ein xzo € I definiert als
Z; = f(%‘ﬂ)«

a) siehe zeltabbildung.cpp

b) Beh.: Sei g = (0.my ... my)2 € [0, 1] eine Festkommazahl der Binérdarstellung mit héchstens r
Nachkommastellen ungleich 0. Dann gilt .11 = 0.

Beweis. Beweis per Induktion nach r.
Fiir r = 0: trivial f(0) =0 = x; =0.
Sei Beh. gegeben fiir ein r € Ny. Dann sei
To = (0m1 ce mr+1)2 S [O, 1]

mit m,.41 # 0 (sonst bereits gezeigt).
Falls ¢ € [0,0.5). Dann ist m; = 0 und

r+1 r+1
1 = f(xO) =29 = 2zmi2_z = Zmi2_z+1 = (07’%1 .. .ﬁlr+1)2.
i=1 =

Da m,11 =13 = m,41 = 0. Also hat x; héchstens r Stellen ungleich 0. Wende 1.V. auf z;
an. Damit folgt z,11 = 0.
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Falls 2o € [0.5,1]. Dann ist m; = 15 und

n n
r1 = f(xo) =2 —2w9 =2 — 2Zmi2_i =2 Zmﬂ_i“ = (0.7 ... Mpr1)a-

i=1 i=1

Da my41 = 1o = m,.41 = 0. Also hat x; hochstens r Stellen ungleich 0. Wende I.V. auf z;
an. Damit folgt z,+1 = 0. O

c) siehe zeltabbildung.cpp



