Satz 1 (monoton + beschrinkt = konvergent). Eine monoton wachsende (fallende) nach
oben (unten) beschrinkte Folge konvergiert gegen ihr Supremum:

sup a, := sup{a,|n € N} = min{c € R|a,, < c}.
neN

bzw. ihr Infimum:
inf&an = inf{a, | n € N} = max{c € R| a, > c}.
ne

Beweis. Gegeben a,, < any1 Vn € N, a, < ¢ Vn € N. Definiere s := sup,,cyan.
Z.z.: ap — s. Sei € > 0. Dann s — € keine obere Schranke, d.h. In, € N mit s — e < a,,.

Damit s —e < ap, <a, <s<s+€Vn>n,
= la, —s|<eVn>n. = a, = s

Satz 2 (Bolzano-Weierstraf). Jede beschrinkte Folge besitzt mindestens eine konvergente Teil-
folge.

Beweis. Sei (ap)nen beschriankt, d.h. Ja,b € R, s.d. a <a, <bVneN.

Konstruiere induktiv eine Folge von abgeschlossenen Intervallen Iy := [ag, bg] mit:

(1) Ij enthilt unendlich viele Folgenelemente von (ay,)nen-

(2) Iy C Ix_1 Vk e Nk > 2

(3) (by —ax) <2'K(by —a;) Vk €N

Fiir £ = 1 wéhle a; := a, b; :=b.

k — k+ 1 : Intervall Iy, := [a, by] mit Eigenschaften (1)-(3) sei konstruiert.

Berechne M := % (Mitte des Intervalls Ij). Wegen (1): [ax, M] oder [M,by] enthélt unendlich
viele Folgenelemente.

Setze:

Toir [ak, M] falls [ag, M] unendlich viele Folgenelemente enthélt
A [M,by] falls [M,bs] unendlich viele Folgenelemente enthélt

in beiden Féllen:

b, —a 31
bk+1 — Ag4+1 = % S §2l_k(b1 — al) = 2_k(b1 — al).

= (1) - (3) erfiillt fiir Tp41.

Wir definieren eine Teilfolge (ay, ) mit a,, € Iy Vk € N :
k=1:Setze ap, :=a,ny :=1.
kE— k+1: Wegen (1) ex. ein Index ngq1 > ny mit ap,,, € Irq1.
I}, bilden eine Intervallschachtelung:
= ap <ap, < by Sandwich Gp,, — @,k — 00.
—~ —~—

—a —a

Beispiel 1. a,, = (—1)". Teilfolge: (1,1,1,1,...) —» 1, (-1,-1,-1,...) —» —1.



Definition 1 (Haufungspunkt). Sei (a,)nen eine Folge in R. Dann heift ¢ € R Hiufungspunkt
der Folge, falls Ve > 0 gilt |a,, — a| < € fiir unendlich viele n € N.

Beispiel 2. 1. a, = (—1)" hat zwei Haufungspunkte 1 und —1.
2. Falls lim,,_, o a,, = a, dann ist ¢ Hiufungspunkt von (a,)nen-

Bemerkung 1. Zu jedem Haufungspunkt a ex. eine Teilfolge (an,)ren von (a,)nen, die gegen a
konvergiert, also a = limy_, o @y, :

a Haufungspunkt <= a = klim an, fir eine (an, )ken-
— 00

Beweis. (i) ,, =" Sei a Haufungspunkt (HP). W&hle ny € N mit a,, € D1(a) ={x | |z —a| < 1}.

Sei ny,...,n,_1 bereits gewihlt.
Wiéhle ny > ng_1, s.d. gilt:

1
an, € D1(a) = {x ||z —a] < k}
Dann ist (an, )ren eine Teilfolge, |a,, —a| < +.

= ap, — a,k — 0.

(ii) ,, <= 7: Sei (an, )ren eine Teilfolge mit limg_,o0 ay, = a.
Zu zeigen: a ist HP.
Sei € > 0. Dann ex. k. € N, s.d. Vk > k. gilt:

lan, —a| <€ = Vk>ke ay, € D(a).

O

Bemerkung 2. Satz von Bolzano-Weierstrafs besagt, dass jede beschrinkte Folge in R mindestens
einen H P besitzt.

Definition 2 (Limes Superior). Sei (ay)nen eine Folge in R. Ist (a,)nen nach oben beschréinkt,
dann definiere eine reelle Folge (s, )nen durch s, :=sup{ay | &k > n}.

(8n)nen ist monoton fallend. Ist (s,),en nach unten beschrankt, dann definiere

lim sup a, := lim s, = lim sup{ay | kK > n}.
n— oo n— o0 n— o0

Falls (ay,)nen nicht nach oben beschrankt ist, setzte lim,, o, sup a, := +oo.

Falls (an)nen nach oben beschrénkt, aber (s,)nen nicht nach unten beschrankt ist,
setze lim,, o Sup a,, := —oo.

Beispiel 3. 1. lim, .o a, = a = lim,_,o Sup a, = a.
2. lim, oo sup (—1)" =lim, oo sup {(-1)* |k >n} =1

3. lim,, oo SUp N = 400
lim,, o sup (—n) = —oc0

Definition 3 (Limes Inferior). Sei (a,)nen eine Folge reeller Zahlen. Dann setze:

lim inf @, := — lim sup (—ay).
Beispiel 4. 1. lim,,_,o sup (n?) = +o0
lim,, o0 inf (n?) = —lim,, oo sup {—k? | k > n} = —lim, o (—n?) = 400



Qp =

5 n gerade
0 n ungerade '

(an) = (0,1,0,2,0,3,...)

lim,, ,inf a, =0
lim,, o SUp a, = +oo

Satz 3 (Charakterisierung von limsup und liminf). Es sei (a,)nen eine Folge reeller Zahlen.

1. lim, .oosup a, =a € R <—
Ve > 0 gilt:
(i) an < a+ € fiir fast alle n € N.
(ii) an > a — e fiir unendlich viele n € N,

2. lim, ,infa, =a € R <
Ve > 0 gilt:
(i) an > a — e fiir fast allen € N

(ii) an < a + € fiir unendlich viele n € N.
(an)nen ist genau dann konvergent, wenn:

lim sup a, =

lim inf a, =a € R.
n—oo n—oo

In diesem Fall gilt: lim,,, o a, = a.

Bemerkung 3. Satz 3 impliziert:

lim sup a, = sup {HP von(a,)nen}
n—oo
lim inf a,, = inf {HP von (a,)nen}-
n—roo

Ve > 0 liegen unendlich viele Folgenelemente im offenen Intervall

(lim sup an) —e<a, < (lim sup an) + €
n— oo

n— o0

(1 @) (ip))-

bzw.
( ) —e<ap< ( lim inf an) +€ (2 (i) (i)

lim inf a,
n— oo

n— oo

Fast alle Folgenelemente erfiillen:
( lim inf an) —e<an< ( lim inf an) +e  (1(i) und 2 (i)).
n—oo n—oo



