Beweis. Sei f(a) <y < f(b) (die Falle y = f(a) oder y = f(b) sind trivial). Betrachte g(x) := f(z)—v.
g(x) stetig und g(a) < 0,g(b) > 0.

Wir suchen die Nullstelle ¢ € [a, b] mit g(c¢) = 0 mit dem Intervallschachtelungsprinzip in R.

Starte mit Io = [ao,bo] := [a,b], es gilt g(ao) - g(bo) < 0. Sei ¢y := %(ag + by) der Mittelpunkt von
[ag, bo)]- Falls g(co) = 0, dann ist ¢y Nullstelle von g(z). Sonst setze

_ _ Jlao,co] fiir g(ao)g(co) <0
fi=lon bl = {[co,bo1 i glco)g(bo) <0

Es gilt g(a1) - g(b1) < 0 und |ay — b1| = F|ag — bo| usw.

Nach endlich vielen Schritten erhalten wir entweder eine Nullstelle ¢, von g(z). Dann ist ¢ = ¢,,
oder eine unendliche Folge von geschachtelten Intervallen I, = [ay,b,], n € N mit den Eigenschaften
9(an)g(by) <0 und

1 n\"
|bn — an| = Q‘bn_l — an_1| =...= <2) |bo — CLO|.

wird konstruiert. —

oo
de = ﬂ I,, und ¢ = lim a, = lim b,.
1 n—oo n— oo
n=

Nach Konstruktion g(a,)g(b,) < 0. Wegen der Stetigkeit und den Eigenschaften des Limes gilt

g(an)g(bn) — g(c)g(c) <0,m — oo
= g(c)=0 0

Bemerkung 0.1. 1. Bisektionsverfahren zur Berechnung einer Nullstelle einer stetigen Funktion
funktioniert wie im Beweis des Zwischenwertsatzes.

2. Eine stetige Funktion f: [a,b] — R mit Bildbereich B C [a,b] besitzt einen ,Fixpunkt”, d.h.
Jc € [a,b] mit f(c) = ¢ (Folgt aus Beweis des Zwischenwertsatzes mit g(z) = f(z) — «

3. Sei I C R ein Intervall und f: I — R stetig, dann ist f(I) ebenfalls ein Intervall. Konvention:
f = a konstant, dann f(I) = [a, a].

Beweis. Setze B := sup{f(z) | « € I} falls f nach oben beschrinkt, sonst B := oo und
A:=1inf{f(z) | x € I'} falls f nach unten beschrénkt, sonst A := —oco. Sei y € Rmit A <y < B.

Nach Definition Jzg,z1 € I mit f(zo) <y < f(z1).

e Jr el mit f(z)=y

= |A, B[ C f(I). Damit:

f(I) € {]A, B[, [A, B[,]A, B], [A, B]}.

Definition 0.2 (Monotone Funktionen). Sei D C R, f: D — R.

monoton wachsend fz) < f(2))

1 heifit streng monoton wachsend f(x) < f(a) Voo € D mit = < o'
monoton fallend flx) > f(2) ' )
streng monoton fallend flz) > f(2)

Satz 0.3 (Stetigkeit der Umkehrfunktion). Sei I C R ein Intervall und f: I — R eine stetige
streng monoton wachsende (streng monoton fallende) Funktion.

Dann ist f: I — f(I) bijektiv und f=1: f(I) — I ebenfalls stetig und streng monoton wachsend
(bzw. fallend).




Beweis. f(I) ist wieder ein Intervall, f ist streng monoton — injektiv = f: I — f(I) bijektiv,
d.h. 3f L.

Auferdem f(z1) < f(z2) =

FH(f(z1)) =21 <22 = f7H(f®2)  f wachsend
FUf(x1) =21 > a0 = f7U(f@2)  f fallend

= f~! auch streng monoton wachsend (bzw. fallend).

Zu zeigen: f~1: f(I) — I ist stetig. O.B.d.A. f wachsend (sonst — —f ). Sei yo € f(I) mit zg :=
fYyo) und € > 0.

1. Fall: z( ist kein Randpunkt, sei e > 0 so klein, dass |xg — €, 29 + €[ C I. Dann
y— = f(wo—€) <yo < flwo+e€) = yy.

Definiere § := min(y+ — yo, Yo — y—). —

Bs(wo) Cly—ys [ © Flro—emo+el | F1 = (yo— 6y + ) C F(F (w0 — &m0 + €)) = — € 70 + €]

— f~! stetig in yo nach Definition.

2. Fall: zg ist Randpunkt = o ist Randpunkt. Gleiche Argumentation wie oben mit [zg — €, zg]
bzw. [zg, T + €] O
Beispiel 0.4. 1. Wurzeln sind stetig

Fiir k¥ € N ist die Funktion f : [0,00[— [0,00[, f(x) := 2* streng monoton wachsend und
surjektiv.
= Die Umkehrfunktion f=!: [0,00[— [0,00] ist stetig und streng monoton wachsend mit

@) = Y

2. In ist stetig

Satz 0.5 (Logarithmus). exp: R — R, z — e” ist streng monoton wachsend mit exp(R) = ]0, ool.
Die Umkehrfunktion In: ]0,c0[— R ist stetig, streng monoton wachsend und heifit natiirlicher
Logarithmus. In(x) = log, ().

Es gibt die Funktionalgleichung

In(z-y) =Inz+1lny Ve,y €]0,o0].

Beweis. f(z) = exp(z) = € et > heo ?T]'C

1. e® ist streng monoton wachsend, weil fiir & > 0 gilt e¥ > 1 und fiir 2 < 2’ folgt 3h > 0 s.d.
' =x+h.
= e <et e =
—~
>1

— €” injektiv

2. e surjektiv, weil: Sei a € R beliebig. Folge (e™)nen divergiert strikt, da e > 1 = Folge
(e7™)nen ist eine Nullfolge.

— dneNmite ™™ <a<e™

Die Exponentialfunktion ist auf R und auch auf [—n, n] stetig V8 3c e [-n,n],s.d. e =a =

e” surjektiv

3. Nach Umkehrfunktionssatz folgt In(z) ist stetig und strikt monoton wachsend V[je™",e"] ¥n € N
= In: ]0, co[— R stetig und streng monoton wachsend.



4. Zz.:In(x-y) =Ilnz +Iny.
Fir z,y gilt

exp(lnz +Iny) = e . MY = 2.y | In

— In(e™*™Y) = Inz + Iny = In(z - y).



