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Die p-adischen Zahlen Der Ring Z, und sein Quotientenkdrper Q,

Sei p € N eine im Folgenden fest gewahlte Primzahl.

Genauso wie eine natiirliche Zahl m € N beziiglich der Basis 10 dargestellt
werden kann, ist das auch beziiglich der Basis p mdglich. Jede natiirliche
Zahl besitzt also eine p-adische Entwicklung der Form

m=ay+ap+...+anp"
wobei die Koeffizienten a; in {0,1,...,p — 1} liegen, z.B.: fiir p =5 und

n=216:
216 =1+3-5+3-52+1-5%
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Die p-adischen Zahlen Der Ring Z, und sein Quotientenkdrper Q,

Um nun auch negative und sogar gebrochene Zahlen darstellen zu kénnen,
gehen wir zu unendlichen Reihen iiber:

o0
Za;pi:a0+a1p+a2p2+...
i=0

mitOSa,-<pﬂjri€N0.
Dabei ist 22, a;p’ rein formal gemeint, d.h. bezeichnet einfach die Folge
der Partialsummen

n—1
Sp = Za,—pi —ag+ap+ap’+.. . +a,ip™

i=0
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Die p-adischen Zahlen Der Ring Z, und sein Quotientenkdrper Q,

Wir betrachten nun die Folge der Restklassen der Partialsummen
(Sn)nen € [y Z/p™Z:

S, =sp,mod p" € Z/p"Z.
Die Folgenelemente 5, erfiillen eine ,Kompatibilitatsbedingung™:
Spp1=ap+...+ap" =a+...+ ap_1p" "t (mod p") = s,.
Mit der kanonischen Projektion

bn: Z)p" 2 — 7./ p" 7

a— amod p”,

gilt also ¢n(Spt1) = Sn.
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Mit den ¢, entsteht eine Folge
7)pL & 7P 2 )PP
Ein solches System wird projektives System genannt, genauer:

Definition 2.1

Ein projektives System ist eine Folge von Mengen (Dp)nqen und eine Folge
von Abbildungen (pn)neny mit pp: Dpy1 — Dy

Dy~ Dyt Dy Dy —
Die Teilmenge
|<i__ (DnaPn) = {(an)neN S H D, | Pn(3n+1) = apVn € N}
m=1
heift projektiver Limes des Systems.
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Die p-adischen Zahlen Der Ring Z, und sein Quotientenkdrper Q,

Bemerkung 2.2

Falls die D,, Ringe und die p, Ringhomomorphismen sind, wird I@ (Dn, pn)
zum Teilring des Produktrings [[72; D, (leicht nachzurechnen).

n=1

Definition 2.3 (Ganze p-adische Zahlen)
Der projektive Limes des Systems (Z/p"Z, ¢n)

Zp = |I<Ln (Z/an’ ¢n)

heillt der Ring der ganzen p-adischen Zahlen.

Notation: Setze im Folgenden A, := 7Z/p"Z. AuRerdem bezeichne
Tn: Zp — Ap die kanonische Projektion.
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Die p-adischen Zahlen Der Ring Z, und sein Quotientenkdrper Q,

Bemerkung 2.4

1. Per Definition ist x € Z, also ein Element x € [[2; Z/p"Z mit der
~Kompatibilitdtsbedingung™:

Xnt1 = X (mod p").
2. Die Inklusion
Z — Zp,a+— (a mod p, a mod p%,..)

ist ein injektiver Ringhomomorphismus. Damit wird Z zum Teilring
von Zp.

3. Zp erbt als Teilring nun also die komponentenweise Addition und
Multiplikation des Produktrings Hzc;l A,, d.h. fir

(an)nEN7 (bn)neN € Zp gilt

(an)neN + (bn)nEN - (an + bn)neN (an)neN . (bn)neN - (an ' bn)neN-
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Die p-adischen Zahlen Der Ring Z, und sein Quotientenkdrper Q,

Bemerkung 2.5

Versieht man A, mit der diskreten Topologie (d.h. alle Teilmengen sind
offen) und []72; An, mit der Produkttopologie (kleinste Topologie, s.d. die
kanonischen Projektionen [[~_; A, — A, stetig sind), wird Z, zu einem
topologischen Ring.
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Die p-adischen Zahlen Der Ring Z, und sein Quotientenkdrper Q,

Satz 2.6 (von Tychonoff)
Ist (Xi)ie eine Familie kompakter topologischer Riume, dann ist auch das

kartesische Produkt [];., X; kompakt beziiglich der Produkttopologie.

Beweis.

Der Satz ist dquivalent zum Auswahlaxiom. Ein Beweis findet sich
beispielsweise in Klaus Janich: Topologie. O
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Die p-adischen Zahlen Der Ring Z, und sein Quotientenkdrper Q,

Korollar 2.7
Zp, ist kompakt.

Beweisskizze.
» Nach 2.6 ist [[72; A, kompakt.
» Z, ist abgeschlossen in T[>, Ap.
» Als abgeschlossene Teilmenge eines kompakten Raums ist Z,
kompakt.
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Die p-adischen Zahlen Der Ring Z, und sein Quotientenkdrper Q,

Lemma 2.8
Es ist m, surjektiv und ker m, = p"Z, ¥n € N. Insbesondere gilt

Zp/p"Zp =7/p"7 = Ap.

Beweis.
Die Surjektivitat ist klar.

Z.z. p"Zp C ker m,. Sei dazu x = (Xm)men € Zp. Dann ist
p"x, = 0 (mod p"). Damit folgt m,(p"x) = 0, also p"x € ker 7.

Z.z.: ker mp, C p"Zp. Sei dazu X = (Xm)men € ker m,. Sei weiter ein
m > n. Wegen Kompatibilitat folgt

Xm = X (mod p") =0 (mod p").
Also folgt X, € p"Apm.
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Die p-adischen Zahlen Der Ring Z, und sein Quotientenkdrper Q,

Es ist
Am-n=1/p" "% — p"L/p"ZL = p"An
a— pha
ein Gruppenisomorphismus (nachrechnen). Das heifit es ex. ein
(eindeutiges) ¥,,,_p, € Am—n, S.d. P"VYm—n = Xm (mod p™). Setze nun

Y = (Ym—n)m>n- Nun bleibt noch zu verifizieren, dass y € Z, und x = p"y
(Ubungsaufgabe). Damit folgt x € p"Z,.

Die behauptete Isomorphie folgt jetzt direkt aus dem
Homomorphiesatz. O
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Die p-adischen Zahlen Der Ring Z, und sein Quotientenkdrper Q,

Lemma 2.9

Fiir u € Z,, sind aquivalent
(i) vez;

(i) ptu

(i) 0 £ T € Z/pZ
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Die p-adischen Zahlen Der Ring Z, und sein Quotientenkdrper Q,

Beweis.
(it) <= (iii) ist klar wegen ker m1 = pZ,,.

(i) = (iii): Sei dazu u = (Up)nen € Z,;. Dann ex. ein v = (Vo)nen € Zp
mit uv = 1 insb. T;v; =1, also Ty # 0.

(i) = (i): Sei umgekehrt 73 # 0. Wegen Kompatibilitat folgt damit
p1up,¥n €N, denn ang. p | u, fir ein n € N. Dann folgt

0 = u, (mod p) = u; (mod p) 4.

Da p prim folgt insbesondere (p”, u;) = 1. Also ex. a,b € Z, s.d.
1= ap" + buy, also 1 = bu, mit b € A,. Also U, € A und damit
vi= (o410, ) =ut €2, O
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Die p-adischen Zahlen Der Ring Z, und sein Quotientenkdrper Q,

Beispiel 2.10
Fir p=2ist
1=(7.7,..)=(1.3,77,..) €,

d.h. nach 2.9 ist % € Zy. Die ersten 6 Folgenelemente sind
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Die p-adischen Zahlen Der Ring Z, und sein Quotientenkdrper Q,

Lemma 2.11
Firx e Z,\ {0} ex neNg und u € Z}, s.d.

X =pu.

Diese Darstellung ist eindeutig.
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Die p-adischen Zahlen Der Ring Z, und sein Quotientenkdrper Q,

Beweis.

(i) Existenz: Sei x € Z, \ {0}. Da x # 0 ex. wegen Kompatibilitat ein
maximales n € Ny, s.d. X, = ms(x) = 0, denn sei X, = 0 und
Xnt+1 # 0, dann ist Vm > n+ 1:

Xm = a1 (mod p"1) # 0 (mod ™).

Falls n =0, dann setze u = x € Z;. Sonst ist x € ker 7,
insbesondere ex. nach 2.8 ein u € Z, mit x = p"u. Jetzt bleibt zu
verifizieren, dass u € Z; (Ubungsaufgabe).

(i) Eindeutigkeit: Man verwende, dass Einheiten in Ringen keine Nullteiler
sind. Die Details sind Ubungsaufgabe.

O
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Die p-adischen Zahlen Der Ring Z, und sein Quotientenkdrper Q,

Definition 2.12 (p-Bewertung)
Fiir x € Zp \ {0} sei x = p"u mit u € Z;. Dann setze

Vp(x) ==n

und setze v,(0) := 00. vp(x) heilt die p-Bewertung von x.

Bemerkung 2.13

Wegen 2.11 ist die p-Bewertung wohldefiniert.
Per Konvention setze n + oo = oo und oo > n fiir n € Ny. Es lasst sich
leicht verifizieren, dass fiir x, y € Z, gilt:

Vo(xy) = vp(x) + vp(y),  vp(x +y) = min(vp(x), vp(y))-

Daraus lasst sich ebenfalls direkt folgern, dass Z, nullteilerfrei ist
(Ubungsaufgabe).
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Wir kdnnen v, verwenden, um eine Metrik auf Z, zu definieren:
d(x,y) = exp(—vp(x — y))
mit der Konvention exp(—o0) = 0.

Bemerkung 2.14 (Bille)

Es sei im Folgenden stets

B(x,r)={y € Zp | d(x,y) < r} und
B(x,r) ={y €Zp | d(x,y) <r}.

Da vp(x) € Ny gilt

B(x,e=") ={y € Zp | vp(x — y) = n}
={y€Zy|vp(x—y)>n—1}
= B(x, e~ ("),
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Die p-adischen Zahlen Der Ring Z, und sein Quotientenkdrper Q,

Lemma 2.15 (Topologie auf Zp)

Die Topologie auf Z,, wird induziert durch die Metrik d(-,-). Z, ist
vollstindig.

Beweisskizze.
» d(-,-) ist eine Metrik.
» Die offenen Mengen V C Z, beziiglich der Produkttopologie sind von
der Form

V = U (V —+ pnvZP).
veV

> Esist v+ p"Z, = B(v,e ("1),
> B(v,e (""Y)) = v + p"Z, offen beziiglich der Produkttopologie.
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Die p-adischen Zahlen Der Ring Z, und sein Quotientenkdrper Q,

Z.z.: Zp vollstandig. Da Z, nach 2.7 kompakt ist, hat jede Folge in Z, eine
konvergente Teilfolge. Insbesondere hat also jede Cauchy-Folge eine
konvergente Teilfolge und damit konvergiert jede Cauchy-Folge in Z,.

L]
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Die p-adischen Zahlen Der Ring Z, und sein Quotientenkdrper Q,

Bemerkung 2.16

Es ist leicht nachzurechnen, dass d(-,-) die ultrametrische Ungleichung
(auch starke Dreiecksungleichung) erfiillt, d.h.

d(x, z) < max(d(x, y),d(y, 2))

fir x,y,z € Zp. Damit folgt das eine Folge (up)nen C Zp genau dann
konvergiert, wenn lim,_oo(tnt1 — up) = 0.

Definition 2.17

Der Quotientenkdrper der ganzen p-adischen Zahlen Z,, heillt Korper der
p-adischen Zahlen
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Die p-adischen Zahlen Der Ring Z, und sein Quotientenkdrper Q,

Bemerkung 2.18
1. Ein Element x € Q, \ {0}, kann eindeutig als

x=p'w

dargestellt werden, fiir ein r € Z und w € Z;.
Damit setzt sich die Definition von v, und d(-,-) auf Q, fort. Es gilt

X €Ly <= Vp(x) >0 <= vp(x) > -1 <= x € B(0,e).

2. Nach (1) ist also Q, = Z,[p71].
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Die p-adischen Zahlen Der Ring Z, und sein Quotientenkdrper Q,

3. Qp kann auch als Vervollstandigung von Q beziiglich der p-adischen
Metrik d(-,-) definiert werden. Somit ist auch Q dicht in Q,. Man
kann ebenfalls zeigen, dass Q, lokal kompakt ist.
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Die p-adischen Zahlen p-adische Gleichungen

p-adische Gleichungen

Wir wollen nun Gleichungen in den ganzen p-adischen Zahlen untersuchen.
Also Gleichungssysteme der folgenden Art

FO (X1, ..., Xm) =0

F(X, ..., Xm) =0

mit Polynomen () € Z,[X1, ..., Xp].
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Die p-adischen Zahlen p-adische Gleichungen

Lemma 2.19
Sei Dy <+ D, + ... ein projektives System und D = Lﬂ'n (Dn, pn) sein
projektiver Limes. Falls D,, # () und endlich folgt D # {).

Beweisskizze.
> Zeige Aussage fiir p, surjektiv.
» Betrachte
Dn,m = (Pn 0...0 Pn+m—1)(Dn+m)-
> Zeige, dass D, ,, monoton fallende, nicht leere Folge mit Grenzwert E,
ist.
> Folgere, dass lim (Dy, pn) 2 lim (En, pnle,) # 0. O
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Die p-adischen Zahlen p-adische Gleichungen

Definition 2.20
Ein Element x = (x1,...,xm) € (Zp)™ (bzw. € (Ap)™) heit primitiv, falls
ein x; € Z; (bzw. € AY) ist.

Satz 2.21

Seien f) € Z,[X1, ..., Xp] Polynome in den ganzen p-adischen Zahlen.
Dann sind dquivalent:

(i) Die fU)) haben eine gemeinsame Nullstelle in (Z,)™.

(ii) Fiir alle n € N haben die Polynome f() (mod p") eine gemeinsame
Nullstelle in (Ap)™.

Falls die f() homogen sind und die Lésungen in (i) und (i) primitiv, dann
ist dies dquivalent zu

(iii) Die f)) haben eine nichttriviale gemeinsame Nullstelle in (Q,)™.
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Die p-adischen Zahlen p-adische Gleichungen

Beweis.
(i) = (ii) ist trivial.
(i) = (i): Betrachte
D := {gemeinsame NS von £F() in (Zp)™}
und .
D, := {gemeinsame NS von £F() in (Ap)™ (mod p")}.

Es bezeichne (¢,)™: (Ant1)™ — (An)™ die Abbildung, die ¢,
komponentenweise anwendet. Dann ist (D, (¢,)™) ein projektives System
mit D = lim (D, (¢n)™).

Sei nun D, # 0 ¥n € N. Da D, C (A,)™ endlich folgt mit 2.19 D # .

(i) = (iii) klar und (iii) = (i): ,Runterskalieren” der Nullstelle.
Details sind Ubungsaufgabe. O
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Die p-adischen Zahlen p-adische Gleichungen

Wir mdéchten nun betrachten, unter welchen Umstinden eine Ldsung
(mod p") zu einer echten Ldsung in Z, entwickelt werden kann. Dazu
verwenden wir die p-adische Version des Newton Verfahrens.
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Die p-adischen Zahlen p-adische Gleichungen

Lemma 2.22 (Henselsches Lemma)

Sei f =amX™+...+a0 € Zp[X] und f' = a;mumX™ 1 + ...+ a1 € Zp[X]
seine Ableitung. Weiter sei x € Zp, s.d. f(x) =0 (mod p") fiir ein n € N
und vp(f'(x)) = k mit 0 < 2k < n. Dann existiert ein y € Zp, s.d.

f(y) =0 (mod p"™), v,(f'(y)) = k und y = x (mod p"~¥).
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Die p-adischen Zahlen p-adische Gleichungen

Beweis.

Nach Voraussetzung ist f(x) = p"b und f'(x) = pkc mit b € Z, und
c €Zy. Dannseiz€ Z,und y = x + p"~kz. Damit erfiillt
y = x (mod p"~¥). Der binomische Lehrsatz liefert

ai.yi_alz</> X (p"rzy

— a,x —i—a,:x’ lpn k +p2n_2kZ2R,'

fir R; € Zp. Aufsummieren und addieren von ag liefert mit R € Z,
Fy) = f(x)+p" *2f'(x) + p*" 2R

eine ,, Taylorentwicklung”.
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Die p-adischen Zahlen p-adische Gleichungen

. Taylorentwicklung":
F(y) = F(x) + p"*2F'(x) + P72 22R
Einsetzen von f(x) = p"b und f'(x) = p¥c liefert:

f(y) _ pnb _ pnszpkc + p2nf2kZ2R
= p"(b+ zc) + p*"?k2°R

Also mit z := —bc! folgt

f(}/) — p2n—2kz2R

=0 (mod p"1),

denn da 2k < n folgt 2n — 2k > n+ 1.
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Die p-adischen Zahlen p-adische Gleichungen

Anwenden der , Taylorentwicklung” auf f’ liefert
f/(y) — f/(X) + pn—sz/l(x) + p2n—2kZ2R
— ka + pn—sz//(x) + p2n—2kZ2R
— pk(C+ pn72sz//(x) + p2n73kz2R)'

=5

Esist n— 2k >0 und 2n — 3k > 0, aber c € Z;, also p { s und damit
s € Zy und v,(f'(y)) = k.
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Die p-adischen Zahlen p-adische Gleichungen

Zum Studium der quadratischen Formen bendtigen wir noch die auf m
Variablen verallgemeinerte Version des Henselschen Lemmas.
Satz 2.23
Sei f € Zp[X1,...,Xm] und x = (x;) € (Zp)™, s.d. f(x) =0 (mod p").
Weiter existiere ein 1 < j < m, s.d. v, (%(x)) =k mit0 <2k <n.

J

Dann existiert eine Nullstelle y € (Z,)™ von f mit y = x (mod p"*).
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Die p-adischen Zahlen p-adische Gleichungen

Beweis.

Sei zunichst m = 1. Mit 2.22 angewendet auf x(°) := x, erhilt man
x(M) e Zp mit

f(X(l)) =0 (mod p"*1), vp(f’(x(l))) =k und x() = x(© (mod p"~5).

Wende 2.22 nun auf x(1) und n+ 1 an. Induktiv erhilt man eine Folge
(x(9)4en mit den Eigenschaften

x(+) = x(9) (mod p"9¥) und £(x(9) = 0 (mod p"t9).

Nun verifziert man leicht, dass x(9) eine Cauchy-Folge ist und gegen ein
y € Z, konvergiert mit f(y) = 0 und y = x (mod p"~¥).
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Die p-adischen Zahlen p-adische Gleichungen

Sei nun m > 1. Ersetze in f die Variablen X; durch x; fiir i # j. Dann sei
g € Zp[X;] das entstandene Polynom in einer Variablen. Wende nun den

Fall fir m = 1 auf g an. Dann erhalten wir ein y; € Z, mit

yj = xj (mod p"~¥) und g(y;) = 0. Setze nun y; := x; fiir i # j. Dann ist
y = x (mod p"¥) und

f(y) = f(Ylv---,Ym) = f(Xla'"))gflayjaijrlv"')Xm) :g(yj) =0.
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Die p-adischen Zahlen p-adische Gleichungen

Aus dem letzten Satz kdnnen wir einfache Schlussfolgerungen ziehen.

Korollar 2.24
Sei f € Zp[X1,...,Xm] und x € Zp mit

f(x) =0 (mod p)

und es sei mind. eine partielle Ableitung g—)g(x) # 0 (mod p), dann hebt
sich x zu einer echten Nullstelle.

Beweis.
Dasist der Fall n=1 und kK =0 in 2.23. ]
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Die p-adischen Zahlen p-adische Gleichungen

Beispiel 2.25
Es ist V2 € Z7, denn fiir f = X2 — 2 € Z7[X] gilt

f(3)=32-2=7=0(mod 7)

und f/(x) =2X also f'(3) =6 #£ 0 (mod 7).
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Die p-adischen Zahlen p-adische Gleichungen

Korollar 2.26

Sei f =301 >0 aiXiX; € Zp[Xu, ..., Xmm] eine quadratische Form mit
ajj = aji und sei p { det(aj;). Weiter sei a € Zp und x € Zp primitiv.

Fiir p # 2 gilt: Falls f(x) = a (mod p), hebt sich x zu einer echten Lésung.
Im Fall p = 2 gilt: Falls f(x) = a (mod 8), hebt sich x zu einer echten
Losung.

Beweis.

Folgerungen aus 2.24. Beweise sind Ubungsaufgaben. O
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Die p-adischen Zahlen p-adische Gleichungen
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