Satz 0.1 (Satz von Taylor). Jede Funktion f € C"*1(D,R) lisst sich fiir #, 29 € D nach Potenzen
von (z — xq) entwickeln:

F(&) = Flao) + Fao)o - z0) + L o) g ) E R,

Dabei ist das Restglied R,41(z):

(x — o)™ !

mit ¢ ein Punkt zwischen zp und = (§ = zo + 7(x — x0), 7 € (0,1)).

Der Ausdruck

To(2) = To(f.2,20) z o 20)".

heifst Taylorpolynom n-ter Ordnung von f bei zg.

Beweis. Fir x = zq: klar.

Sei x # xo. Betrachte R = R(x, x) definiert durch f(z) = Tn(f,z,z0) + % - R.
Fir y € D definiere
~ [P (y) (x —y)"*!
e(y) = f(z) - kz:o %l (z—y)* - WR
Dann folgt p(z9) = 0 = ¢(z), p € CL.
Satz yon Rolle 3¢ zwischen z und zy mit ¢’(£) = 0.
FE( RS A(I) k-1 (n+1)(z—9"
Z D N R E .
Tel(ikop _f”+1'(€) (LE . £>n + (37 _'g)nR
n! n!
— % <_f(n+1)(§) + R) .
— R = f*tD(¢), ¢ zwischen 2 und z. O

Satz 0.2. Sei f auf einem beschrinkten Intervall (a,b) eine C* Funktion mit gleichmé&fig be-
schrinkten Ableitungen.

sup ‘f(”)(:v)‘ <M < oo.
z€(a,b)

Dann ist f auf (a,b) analytisch, d.h. Vx, 29 € (a,b) konvergiert die Taylor-Reihe von f und es

gilt:
> ¢(k)

k=0

Beweis. | (ns1) |
S M
_ Tn < 2 1 _ n+1 < .
|f($) (f,.’E,.’IJ())‘ = ( + 1)' |,’E x0| = (n+1)'(b—a)"+1
= Ve >0 In,, s.d. (+1)(b—a)n+l<e O
Bemerkung 0.3. 1. Eine C'"™ Funktion muss nicht analytisch sein.

2. Ist f € C™ mit f(n) =0 auf D, dann ist f ein Polynom vom Grad kleiner oder gleich n — 1, da

f(!L‘) = Tnfl(f; $7$0) + Rn(l',xo) .
=0



Korrolar 0.4 (Lokale Extrema). Sei f € C"(D,R), D = (a,b) und fiir zy € (a,b) gelte

flwo) = f"(wo) = ... = fD(wg) und (o) #0.

Dann gilt

1. Ist n gerade und f(™(x) < 0 bzw. (™ (2¢) > 0, dann ist 2 ein lokales Maximum bzw.
lokales Minimum von f.

2. Ist n ungerade, dann ist ¢ kein lokales Extremum von f (Sattelpunkt, Wendepunkt).

Beweis. Taylor Satz = f(z) = f(zo) + %(x —x0)"™ f stetig in zo, f(™) # 0 in xg
— 36> 0,s.d. f("(x) #0 fiir « € Jxg — 6,20 + 6] und hat das gleiche Vorzeichen wie f(™)(x0).

1. n gerade = (z — x0)"™ > 0, falls = # xo.

(n)
1) (x —x0)".

nl
>0

f(x) = f(zo) +

= f(x) > f(x0), falls f(M)(€) >0, dann f)(z0) > 0. f(x) < f(xo), falls ) (z0) < 0.

2. n ungerade, wechselt (z — xo)™ das Vorzeichen.

Korrolar 0.5. Sei f € C?((a,b),R) und zq € (a,b). Dann folgt

(i) =g ist ein lokales Minimum von f = f'(z9) =0, f"(x¢) >0

(ii) x¢ ist ein lokales Maximum von f = f'(x9) =0, f"(x¢) < 0.

Beweis. klar.

Korrolar 0.6 (Hinreichende Optimalitdtsbedingung). Sei z¢ mit f’(z¢) = 0, f”(z0) > 0. Dann
ist g ein lokales Minimum.

Beweis. trivial.




0.1 Die Regeln von de I’Hospital

Ziel: Grenzwerte zu berechnen fiir x — +oo oder f(x) — £oo. Grenzwerte vom Typ:

(0 00 - >
— —,0-00,00 — 00,00, ... |.
0" oo

Lemma 0.7 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz). Seien f, g im Intervall [a,b] stetig und in (a,b)
differenzierbar, ¢'(z) # 0 Vz € (a,b). Dann 3 ein ¢ € (a,b) s.d. gilt

Beweis. ohne Beweis. O

Satz 0.8 (1. Regel von de I’'Hospital). Seien —oo < a < b < 400, I := (a,b) und f,g: I - R
differenzierbare Funktionen mit

i%f(x) = 0= lim g(x).
Es gelte ¢'(z) # 0 Vz € I und lim, ~, I@) _ ¢ ceRU {£o0}. Dann gilt:

g'(z) —
g(x) 20 Vz € Iund :}C%‘JCJCEQZC'

Analoge Aussagen gelten fiir z \ a.

Beweis. f,gin bstetiz = f(b) = g(b) = 0. ¢’(z) # 0 = keine weiteren Nullstellen von g in (a,b),
d.h. g(z) # 0 Vz € (a,b).

Wir nutzen den verallgemeinerten Mittelwertsatz. = 3¢ € (a, b) mit

/1) _ f)
g'€)  g@)
Aus z b folgt £ /b = Behauptung. O
Beispiel 0.9.
1.
. sinx . coszw
e Ty T
2.
lim sinz lim cosT Lo
N0 22 2N0 22
3.
2 9 qi s 9(cos? 1 — sin
lim (sm;) — lim sin(z) - cos(x) — lim (cos® x — sin“(z) _ 1
N0 T 2\0 2z 2\0 2

Satz 0.10 (2. Regel von de 'Hospital). Seien —oco < a < b < 400, I := (a,b) und f,g: I - R
differenzierbar mit lim, ~, g(x) = £o0, ¢'(z) # 0 Vz € I.

lim f(x) = £00 und lim ()

=ceRU{xo0}.
z b b g'(x) { }

Dann gilt: 3xg € I mit g(x) # 0 fiir a < 29 < 2 < b und

flz) _

m ——- =
z ‘b (QL')




Analoge Aussage fiir = \ a.

Bewets. Rannacher.

Bemerkung 0.11. 1. Grenzprozesse fiir x — +o0.

lim 7f(x)
r—+oo q 1‘)
Substitution y = <, (y — 0 fiir # — +00).
f() 16,

li .
x—yfoc g(gj y—0 g(%)

2. 0— o0
lim f(z) = 0, lim g(z) = oo
e fl@) 0
lim (@) - g(ax) = limy Ty ~
3. 00— 0
lig})f(x) = 00, lim g(z) = oo
1 1 11 0
lim (f(z) — g(x)) = lim ( _ ) — lip $®) f@) Y
z—b z—b (195) %30) z—b % . ﬁ 0
f( ) — ,g(x)—>0
f(x) =0, g(z) —

lim f(x y9(@)?
Logarithmiere f(2)9(*) = A.

InA=g(z) In f(z).
lim A = exp(lim g(x) - In(f(z)))



