Lineare Algebra 1: Ubungsblatt Nr. 9 Christian Merten

Aufgabe Al A2 A3 A4 >

Punkte

Aufgabe 1. (a) Es seien f: V — W und g : W — V lineare Abbildungen zwischen Vektorraumen

V und W.

Beh.: Es existiert genau dann ein v € V' \ {0} mit (g o f)(v) = v, wenn es ein w € W \ {0} gibt
mit (f o g)(w) = w.

Beweis. ,, = ” Es sei w € W mit (f o g)(w) = w. Dann definiere v := g(w). Wegen f(g(w)) =
f(v) = w folgt g(f(v)) = g(w) = v.

, <" folgt analog. O

Es sei A € M, ,,,(K) und B € M,, ,(K).
Beh.: E,, — AB invertierbar <— FE,, — BA invertierbar.

Beweis. ,, =" Es seien a: K" — K" und b: K" — K™ die zu A und B gehorigen Abbildungen.

Da FE,, — AB invertierbar, folgt idg» — a o b ist Automorphismus. Also ist zu zeigen, dass der
Endomorphismus idgm — b o a bijektiv ist.

Da idgn — a o b bijektiv, insbesondere injektiv ist, folgt

ker(idg» —aob) = {0}
= idgn(v) —a(b(v)) #0 Vv e V\ {0}
= v #a(blv)) YveV\{0} (%

Sei nun w € K™ mit idgm — b(a(w)) = 0.

= w = b(a(w))

(a) und *

= VYw e K™\ {0}: w # (b(a(w))
= w=0
= ker(idgm — boa) = {0}.
Damit ist idgm — bo a ein injektiver Endomorphismus, also auch bijektiv, also Automorphismus.
— FE,, — BA invertierbar.
, <=7 folgt analog. O

Aufgabe 2. Es sei K Korper und A € M, ,,(K) und B € My, ,(K) mit ABA = A.

(a)

(b)

Beh.: ker A= {x — BAz |z € K™}

Beweis. Zz.: ker A C {¢/ — BAx' |2’ € K™}
Sei x € ker A, d.h. Ax = 0, damit:

r—BAr=x—-B-0==z
=z € {2’ — BAx' |2’ € K™}.
Zz.:{x — BAz |z € K™} Cker A
Sei r € K™, dann z := r — BAr. Damit folgt:
Az = Ar— ABAr P24 Ar — Ar =0
= z € ker A.

Beh.: Az = b hat eine Losung <= ABb=1»
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Beweis.

Ax = b hat eine Losung
< b € Bild(A)
<= Jr € K™: Av = ABAx = AB(Az) =0
<= ABb=0b.

Beh.: L:={z e K™ | Ax =b} = {Bb+2a' — BA2z' | 2/ € K™}

Beweis. (i) Zz.: L C {Bb+x — BAz|x € K™},
Sei x € L beliebig, d.h. Ax =b. Nun g.z.z 3r € K™: x = Bb+r—BAr. Wahle k :=x—Bb €
K™. Damit:
Ak = Az — ABb "2y —p=0
= k € ker(4)
g Jre K™: k=r — BAr. Fixiere r
= Bb+r—BAr=Bb+k=DBb+x— Bb==x.

(ii) Zz.: {Bb+x — BAz |z € K™} C L.
Sei r € K™ beliebig, dann definiere x := Bb+r — BAr € K™. Nun g.z.z. Az =b.

ABb=b

Az = ABb+ Ar — ABAr "2 b+ Ar — ABAr "P2,
O
Aufgabe 3.
1 1 0 —1 1 1 0 j+ 1 0 -1
0 1 1 1 — 10 1 -1 - (0 1 1
110 + 00 0 00 0
— Rang 2
1 1 0 -2 1 1 O -1 1 1 0 j+ 1 0 0
2113+—>0—101|1—>010 -1 - 10 1 0
1 1 1 1 1 1 + 0 0 1 0 0 1
—> Rang 3
1 0 2 -1 1 0 2
H
(P (Y
— Rang 2
1 2 1 -2 1 2 1
_>
(2 4 2) J+ (0 0 O)
= Rang 1

Fiir a = 1 folgt direkt:

S O =
S O =

= =
— = =
b

—
+ |

—

1

o O =

—_ = =

a 1 a
1 a 1 =
a 1 a



Lineare Algebra 1: Ubungsblatt Nr. 9 Christian Merten

= Rang 1

Fiir a = —1 folgt

a 1 a -1 1 -1 -1 |1 1 -1 1
1 a 1 =1 -1 1 3+ - 10 0 O
a 1 a -1 1 -1 + 0 0 O
— Rang 1
Fira#1Aa# -1 = 1—a%# 0, damit:
a 1 a -1 a 1 a jj 1 a 1 —a 1 a 1
1a11—>1a1 —>a1a3+—>01—a20\-1ja2
a 1 a + 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 a 1 j+ 1 0 1
—-10 1 0 -« - [0 1 0
0 00 0 00
= Rang 2
Aufgabe 4. (a) Beh.: v = ((1,2), (0, —1)?) ist Basis von Q2.
Beweis. Zu zeigen.: v ist linear unabhéngig
Seien a,b € Q mit
1 0
. b =
(o) o) =0
—=a=0AN2a—b=0 = b=0.
= v ist linear unabhiingig und wegen dim Q? = 2 eine Basis von Q?. O
Beh.: w = ((1,1)%,(3,2)!) ist Basis von Q?
Beweis. Zu zeigen.: v ist linear unabhéngig
Seien a,b € Q mit
1 3
. b =0
(1) ()
= a+3b=0ANa+20=0 = b=a=0.
= o ist linear unabhingig und wegen dim Q2 = 2 eine Basis von Q2. O

Beh.:
o 1 0
T = Mg(ldv) = <2 _1> .

Beweis. Zu Uberpriifen fiir die zwei Basisvektoren aus v.

(i) vi = (1,2)". ¢(v1) = (1,0)".

(i) wve = (0,—1)%. @(ve) = (0,1)%.

) 0= ()
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Beh.:
- 11

Beweis. 7Zu Uberpriifen fiir die zwei Basisvektoren aus w.

(i) w1 = (1,1)% ¢(wr) = (1,0)*.

(12)6)-0)

(11) W2 = (372)t' (;5(11)2) = (07 1)t'

)\ —1 -2 3
(c) ME(f) = (_1 _1> durch ablesen, die restlichen Matrizen ergeben sich durch Multiplikation:

M) = Miidv) - M) M) = (5 )

M (f) = Mg(idy) - ME(S) - ME(idv) = (51 i 1229)

M2(idy) = ME(idy) - ME(idy) = G i) ,

AC = OB = My(f) - MiH(idv) — M(idy) - My (f) = My (f) = M(f) = 0.



