Analysis 3: Ubungsblatt 4 Leon Burgard, Christian Merten

Aufgabe Al A2 A3 A4 >

Punkte

Aufgabe 1. a) Beh.: f messbar und

lim/fkdu:/fdu.
k—oo [x X

Beweis. Es ist fr messbar Vk € N und limg_, fr = f, also ist f nach VL messbar.

Zunichst gilt Vk e N, da f > fr > gauch —f_ > —fx_ > —g_, also insbesondere f_ < fi_ <
g—. Da g integrierbar folgt damit mit der Monotonie des Integrals fiir nicht-negative Funktionen

/Xf—du S/ka,du S/Xg_du<oo (*).

Insbesondere ist [, fdp und [y frdp endlich oder +oc.

e Falls [, fdu = oo, dann ist bereits [, fidp = oo, denn nach (x) ist [ f-du < oco.
Da fi, & f folgt auch Jr, /' f+ Da fi, auféerdem nicht- negatlv und Folge messbarer
Funktionen, folgt

. 3.17 .
klggo/xfk+du :/ngn;ofk+du :/Xf+du — o0

Wegen () ist fr_ < oo Vk € N. Damit folgt insgesamt limg o0 [ fedp = [ fdp.

e Falls 3n € N, s.d. [y fndp = oo, dann ist wegen (x) wieder [y f,, dp = oo und wegen
fry /" fy+ und der Monotonie des Integrals fiir nicht-negative Funktionen gilt dies auch
Vk > n. Damit folgt ganz analog, da fj, nicht-negativ und messbar:

B . 3.17 .. .
[ fran= [ Jim o an i [ fdi =

Wegen () ist f_ < co. Damit folgt insgesamt [ fdp = limg_o0 [y frdpu.

e Falls nun f und fy integrierbar Vk € N betrachte: h,, == f, —¢ > 0. Dann ist h,, ' (f —g).
Da f,, und g integrierbar, ist auch h,, integrierbar Vn € N. Damit folgt

lim/fkd,u /gdu = lim U fkdu/gdu]
k—o0 k— o0 X b'e

fn,g ingegrabel lim h]c dllt
k—o0 X
3.17
S EE
X
f.9 intigrabel / fdﬂ _/ gd,u
X X
~——
<oo
Damit folgt
nm/fm = /fdu-
k—o0 X X

b) Beh.:
/ hmlnffkd,u < hmlnf/ frdp.
X

k—o0



Analysis 3: Ubungsblatt 4 Leon Burgard, Christian Merten

Beweis. Betrachte f :=liminf, o f,, und g, == inf{fr}72,, < fn. Nach Definition von lim inf
folgt g,  f. Da g < fi Vk € N folgt insbesondere

Damit sind die Bedingungen fiir (a) erfiillt, also folgt

/ liminf f,, dp :/ fd,u@ lim / gndp <liminf | f,dp.

n—oo

c) Beh.: Ohne die Voraussetzung sind die Aussagen i.A. falsch.

Beweis. Im Allgemeinen sind die Integrale nicht mal wohldefiniert, da fiir nicht-negative Funk-

tionen das Integral
[rau= [ roan- [ au

gesetzt wird. Falls also [ f_du = [ fydp = oo, ist dieser Ausdruck nicht wohldefiniert.

Unter wohlwollender Interpretation der Definition im Skript, wenn nur entweder [ fi dp = oo
oder [ f_dp = oo, kann jedoch auch folgender Fall betrachtet werden: X = N, £ = Z(N) und
1 Zahlmafs. Dann definiere

-1 n>k

0 sonst

Dann folgt direkt fr 0 =: f fiir k — co. Aber es ist [ frdu = —oo Vk € N, also insbesondere

1im/fkd,u:—oo7é():/ lim frpdp.
k—oo [x x k—o0

Es ist weiter liminf,, o fr = lim, .~ fr = 0. Damit folgt

— 00

/ liminf frdug =0 > —oco = liminf —co = liminf [ frdu.
x k k—o0 k—oo Jx

Aufgabe 2. a) Beh.:

oo

lim e " cos (
k—o0 0

x

=) dA\(z) =1.

p) @

Beweis. Zunichst ist e~ cos () stetig, insbesondere R.-integrierbar. Es kann also der HDI
angewendet werden. Damit folgt mit der stetig differenzierbaren Substitution y = £:

/000 e " cos (%) dA(x) = /000 ke cos(y) dA(y)

T /Oo e kY sin(y) dA(y)
0

part. Integr. _
=B _o—hy cos(y)’
0

= 1- /000 e M sin(y) dA(y) ().

Betrachte nun f,(y) == e ¥ sin(y). Falls y = 0: ist fx(0) = €"sin(0) = 0 Yk € N. Falls y > 0
folgt limy o0 fi(y) = sin(y) limg 00 e %Y = 0. Weiter ist | fx(y)| = | sin(y)e *¥| < [e kY| < e V.
Aufserdem e~V integrabel, denn es ist |e~Y| uneigentlich R.-integrabel, denn

/ e YdA(y) = lim e VdA(y) = lim [-e " +¢e’] =1 < o0.
0

Z—00 0 Z— 00
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Damit ist fi durch eine integrable Funktion beschrénkt. Damit folgt mit 3.19

oo

lim e " cos (
k—o0 0

T

k) dA (z) “ 1 Jim e M sin(y) dA(y)

k—oo Jo

347 7/ lim e~* sin(y) dA(y)
0

k—oc0

I
—_
|
o\
8
(aw]
o
=
NS
N—

b)

c)
d) Beh.: Fiir z >0
Y
dm e M) =0

Beweis. Es ist {7272 stetig, insbesondere R.-integrierbar, also folgt mit HDI, der stetig diff baren
Substitution y = kx und partieller Integration:

© ©1[ 1
/Z T e M@ _/z k [1+y2} dA)

1 [/ 1
= — ——dA
i e hw
1 [/ 1
= %/0 WXA;Q (y) d)\(y).

k—o0 k—o0

Mit Ay, := {y € [0,00) | y > 7}. Esist A, —— [0, 00). Betrachte dann f}, = ﬁXAk (y) ——
L. AuRerdem ist —L5 > 0 Vy € [0, 00), also f, monoton wachsend, also f;, / f. Damit folgt

im [ @) 2 ot [ ) dAw)
oo ), 14 k22 0 T BNk ), TRV
N S Rl
T LR, A
317 .. 1w
= lim —- - —
k—>ook 2
= 0.

Aufgabe 3. a) Beh.: ¢ — 0, f(z,y) ist messbar Vy € Y.

Beweis. Sei y € Y. Betrachte die Folge f,,: X — R mit

Sy = O wy) Iy

S

n—oo

Dann ist, da f differenzierbar beziiglich z, f,(xr) —— 9, f(z,y). ¥n € N ist f,, messbar, da
f diff’bar insbesondere stetig beziiglich x und % # 0, also f,, als Linearkombination messbarer
Funktionen messbar.

Damit ist 9, f = lim,,_,+, f, messbar. O

b) Beh.: F' diff’bar und
F@) = [ 0.fG) duty).
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Beweis. Sei xz € X und (hy,)nen Folge mit A, 1z, 0, s.d. z+ h, € X Vn € N. Betrachte dann

f@+hny) = fz.y)

fuly) = h.,

Damit folgt: Vn € N existiert nach MWS der Differentialrechnung ein ¢ € (z,z + h,,) C X, s.d.

fn(y) = 8rf(cv y)

Damit folgt insbesondere
[fu(y)| < sup |02 f(2,y)| <g(y)  VneN.
zeX

n—roo

Damit folgt insgesamt, da |f,(y)| < g(y) und da f diff’bar auch f, —— 0, f. Auferdem f,
messbar und g nach Voraussetzung integrabel. Damit ist nach 3.19 9, f (z,y) integrabel beziiglich
y und es folgt

RS

lim F(x+hn7y)_F(Iay) Def. lim / f(I‘thv
n— oo

n—00 hy,

L[t fadu)
X'n/ (o]

/ Do f(2,y) A (3)
X

Da (hy)nen beliebig, ist also F' diff’bar und es folgt

Flz) = /X B f(z, ) dps ().

Aufgabe 4. a) Beh.: Die Definition ist unabhéngig von der Darstellung von f.

Beweis. Sei f = Zszl Yexc, mit K € Nund C;NC; = 0 und ~; # v, fiir ¢ # j. Diese Darstellung
existiert, da f einfach. Sei nun weiter f = Zgzl arxa,- OE. o #0VEk =1,...,N (diese
Summanden geben keinen Beitrag zum Integral). Dann fir ¥ € {1,...,N}und j € {1,...,K}
definiere

Akj = Ap N Oj.

Dann ist A = UK Ag; und €5 = ngl Ay, da die C; paarweise disjunkt. Weiter gilt
vi(Cy) = Zk 1 @i ft(Ag;). Damit folgt

N N K

kZak/i(Ak o > a Z (Akj)

- ; N k=1
=22 onld)

K

Z%M

Damit ist die Definition unabhéingig von der Darstellung. O

Beh.: Fiir f € ., stimmen beide Definitionen des Integrals iiberein.

Beweis. Sei [ = Z/Igv=1 arxa, € Ly. Dannist f € {9 < f | g€ S (X,E p}. Sei nun g €
(X, €, ) mit g < f. Dann ist wegen der Monotonie des Integrals auf .7, :

N
/ngu S/deu =k§::1aku(x4k)~
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Damit folgt

N
app(Ar) = [ fdu

=maX{/ gdp IgSf,g€«5’+}
X

=sup{/xgdu |g§f796«5”+}-



