Analysis II: Ubungsblatt 7 Leon Burgard, Christian Merten

Aufgabe Al A2 A3 A4 >

Punkte

Aufgabe 1. (a) f: R? - R, f(z,y) = e®cos(y) + In(1 + y?). Dann gilt

v (LG, ).

—e”sin(y) + —13‘{/2

(b) f: R? = R mit
(,y) # (0,0)
(x,y) = (070)

Beh.: f iiberall zweimal partiell differenzierbar, aber

2 2
TY Ty
f(z,y) = {0 ty

9%£(0,0)

9°£(0,0)
0xdy '

0yox

”

Beweis. Fiir (z,y) # (0,0) gilt

of _ 0 (1% —ay’
Oxr Oz \ 2%+ y?
B y.%'4 + 4x2y3 _ y5
- (xQ +y2)2

af o x3ymy3)

dy Oy \ z?+y?
20 — dy?a® — i
(l‘2 +y2)2

Diese partiellen Ableitungen sind als Quotient von Polynomen mit (22 +y2)? # 0 wieder partiell
differenzierbar.

f ist im Punkt (0, 0) partiell differenzierbar, denn

—
Ox h—0 h h—0 h
=0
of _ . JOh)
gy (0 0) = Jim === =0.
Fiir die zweiten partiellen Ableitungen in (0,0) gilt
f(0,0) 5h(h,0) - 3L(0) . ay(h0)  ps
0xdy  h—0 h ~ h—>0 h  hh4
0.0 _ o FEOn -G 50w
Oydxr  h—0 h h—0  h kbt

Also existieren die zweiten partiellen Ableitungen auf ganz R2, aber es gilt

9%£(0,0)

9°£(0,0)
0xdy '

Oyox

”

Beh.: Die partielle Ableitung %gy ist unstetig in (0, 0).
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Beweis. Es gilt fiir (x,y) # (0,0):
of  a®+49z%y? — 9x?yt — oF

0xdy (2 +y?)3
Mit (z,y)n = (£, 1) gilt (z,9)n 2% (0,0), aber
of _wtEE s _of

O

Der Satz von Schwarz fiir ein € D gilt nur, wenn f 2-mal stetig partiell differenzierbar ist in
x, dies ist hier fiir z = (0,0) nicht der Fall.

Aufgabe 2. (a) f: R? — R mit

0 (z,y) = (0,0)
Beh.: f ist im Punkt (z,y) = (0, 0) nicht total differenzierbar.

Fla,y) = {xﬂ; (z,y) # (0,0)

Beweis. Mit dem Hinweis g.z.z., dass f in (0,0) nicht stetig ist. Mit (z,y), = (-5, 1) gilt
(2,9)n —= (0,0) aber, es ist

11 T 1
F(n) = o2 =5 £0= 10,0,
Also f unstetig in (0,0). O

Beh.: f besitzt Richtungsableitungen in alle Richtungen in (z,y) = (0,0).

Beweis. Sei v € R? mit [|v|2 = 1 beliebig. Dann sei v = (ZI) Dann gilt

y
o) — / 2 2
0F 0,0) = g L =10y S0y v
ov ) t N0t N0 v2 4 t—Qvg Vg
Also existieren alle Richtungsableitungen in (z,y) = (0,0). O

(b) f: R? - R mit

z? 2) sin 1 T
roy 2@ () @£ 00
0 (z,y) = (0,0)

T
Beh.: Df(0,0) = <8> , also f im Punkt (z,y) = (0,0) total differenzierbar.

Beweis. Sei h € R? mit h # 0 beliebig. Dann gilt

172/l 1]l
Ikl sin ()
1]]2
h||2 sin
= petasn ()|
< ||hll2 2% 0.
Also folgt
1y J0.0)+ 1) = £(0,0) = (0_0)h _
im =0.
h—0 152
Also f total differenzierbar in (z,y) = (0,0) mit Differential D f(0,0) = (0 0). O



Analysis II: Ubungsblatt 7 Leon Burgard, Christian Merten

Beh.: % nicht stetig in (z,y) = (0,0).

Beweis. Mit der (a) folgt, dass J;(0,0) = Df(0,0), also inshesondere % = 0. Fiir (z,y) # (0,0)

folgt
8f:2xsin< ! )— x cos( ! >
Oz Vart 2 ) Vet Vet y?
Mit (z,9)n = (55,0) gilt 2, “— (0,0), aber

) 1 0
=0

O
Aufgabe 3. Sei D = R?\ {(z1,22)7 | 22 < O oder zyzy = kr + %,k € Z}, f: D — R? und
g: R? — R? mit
1 In(x 2
flz1,@2) = ( 1 In( 2))>7 9(y1,y2) = (yl)

2
tan(zy, ro Y3

Weiter sei h = go f: D — R2.

Dy, (z) ohne Kettenregel:

o) = g(se) = (2.

tan?(z11)

Damit folgt direkt

CITNCY 21, In? 271 ]
_ (e gy _ [ 2mIn%(22) n(zz)
Dh({L‘) - (dﬁ; 3%3) - <2x2 tan(ziws) 2zf2tan(ac1x2) .
Ox;  Ox2 cos?(z1x2) cos2(zix2)
Mit Kettenregel ist zunéichst

D= (% ) Do = ( 0, )

o
212 cos?(z1w2) cos2(z1x2)

Damit folgt
Dy(x) = Dy(f(x)) Dy (x)

_ (2z1In(z2) 0 In(x2) %
- 0 2tan(z1x2) 2 2Ly

cos2(z1x2) cos2(z1x2)

[ 21 In?(z) 2;—2 In(zs)
- 2x9 tan(zixa) 2z tan(zixa) | °
cos2(z1x2) cos?(z1x2)

Das Einsetzen von zg = (1,e)T € D ist dem Lesenden als Aufgabe iiberlassen.

Aufgabe 4. f: R — R? mit
_ {cos(x)
fla) = (sin(x)) ‘

Beh.: Es ex. kein & € (a,b) mit f(b) — f(a) = Ds(§)(b— a).

Weiter seien a = 0 und b = 27.

Beweis. Es ist zunéchst

byt ().

cos(z)
Da sin(z) und cos(z) keine gemeinsamen Nullstellen in R besitzen, folgt Va € R:
Dy(x) # 0.
Damit folgt direkt V¢ € (a, b):

0110~ (55) - (50) - () ) o2 (229) -



