Einfiihrung in die Numerik: Ubungsblatt 3 Leon Burgard, Christian Merten
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Aufgabe 1. a) Einheitssphére
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b) Sei x € R™ beliebig. Dann ist
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Damit folgt
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Fiir n = 1 sind alle Abschiitzungen scharf, denn dann ist ||z|; = ||z|2 = ||z]e und /n = - =

v
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Es gilt n 2= 00, v/ % oo und %0
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Aufgabe 2.
1 —cosx
fla)=—
a) Esist
df  axsinz—1+cosw
dz x2 '
Damit folgt
b rsinz — 14 cosx

1—cosx

Fir x = g + 27k ist

1 -
k:xl :xflij—%oo

also f schlecht konditioniert.
b) Fiir die Rundungsfehler der einzelnen Operationen gilt fiir |e;], |e2|, |es| < eps
a = cos(z)(1 + e1)
b=(1—-a)(1+e)=1—cosz+es— (e1 +ez)cosw
Damit folgt

. 1—cosx+ ey — (e1 +excosx) + e3 — ez cos(x)

fa(z) = -
Also
fa(z) = f(x) . cosx
f(z) T Tl st T2t
Wegen ez 220, oo 5 kst dieser Algorithmus numerisch instabil.

¢) Durch Umformungen, ldsst sich die ausloschende Subtraktion 1 — cosz vermeiden:

f(z) = sin“(x)

x + zcos(z)
Mit |eq|, le2], les], leal, les], |es| < eps folgt fiir die Rundungsfehler:
a = sin(z)(1 + e;)
b=a?(1+ ey) = sin?(z) + sin?(z)(2e1 + e2)
¢ = cos(z)(1+e3)
d==xc(l1+e4) =zcosz + (e3 + eq4)x cos(x)

e=xz+d(l+es) =x+xcos(z)+ (e3 + es + e5)x cos(x) + esx
Damit folgt

sin?(z) + sin®(x)(2e1 + ea) + eg sin’(x)

fal@) = x + xcos(x) + (es + eq + e5)x cos(x) + eqx
Also gilt
fule) — f(x) 201+ e2 e —ea — (o2 es) T g Gea tea e — ea — dey
f(z) B 1+ e4+ (€2 +e3) 1_‘:180(:&) - 1+es+ tes+ tes

Wegen 1464+ %62 + %63 > 1, folgt, dass die Verstarkungsfaktoren der Rundungsfehler fiir < 1
nahe 1 sind, also ist der Algorithmus numerisch stabil.

Aufgabe 3. a) Die Matrix ist eine N —1 x N — 1 Matrix, da eine Gleichung fiir jeden Knoten bis
auf den Referenzknoten existiert.
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b) Jeder Knoten hat entweder 2 (Ecken), 3 (AuRenkanten) oder 4 (im Inneren) ein oder ausge-
hende Kanten. Die mit der Pumpe verbundenen Knoten, haben jeweils eine Kante mehr. Die
zugehorigen Zeilen haben damit immer 1 + Anzahl der verbundenen Kanten Eintrége ungleich

0.
c) Die Matrix ist quadratisch und hat vollen Rang und hat damit eine eindeutige Losung, wenn
ap # 0.
d)
3 -1. 0 -1 0 0 0 O p1
-1 2 0 0 -1 0 0 O D2
o o 3 -1 0 -1 0 O D3
-1 0 -1 4 -1 0 =1 0 ||ps

-1 0 -1 3 0 0 -1 D5
0 -1 0 0 2 -1 0 D6
0 o -1 0o -1 3 -1 p7
0 0 o -1 0 -1 2 Ps ap

Aufgabe 4. a) Sei x € R\ {0}. Dann ist

OO OO O oo

0
0
0
0

(Lap g tar _1 LAty oy = Lorar, o Lyr
(Asz,x)9 = <2Ax—|—2A x,x) = 2(A£E,{L‘)—|-2(A x,x) = 57 A x—l—zx Az

2

1 1 1 1
= ixTATx + 3 (xT(Aa?))T = imTAT:E + §xTATx = 2T ATy = (Az, 2),.

Damit folgt die Behauptung.

b) Sei X C {1,2,...,n} beliebig und Ax nicht positiv definit. Dann ex. ein & € R/*I \ {0} mit
Axxz < 0. Dann erginze T zu x € R"™ mit

r, 1€ X
€T = .
0 sonst

Dann ist 27 Az = 27 AxZ < 0, also ist A nicht positiv definit.

c) Mit (a) folgt: A g.d. positiv definit, wenn

9 _a
= (5 ).
-2 2

positiv definit ist. Dies ist mit dem Hauptminorenkriterium fiir symmetrische Matrizen g.d der
Fall, wenn

2

2 - a
2

—4-=—>0

4>

2

IS

—16—a®>>0
= |a| < 4.

—r =Tt —\T —T
d) Zundchstist A" =H H = (HTH) =H H = A. Also ist A hermitesch.
Sei nun A positiv definit. Dann sind, wegen A hermitesch, alle Eigenwerte reell und positiv. Also
gilt det(A) > 0, damit Rg(A) = n. Also

n=Rg(A) = Rg(H H) < min{Rg(H ), H} = Rg(H) < min{n, m} = n.

Also Rg(H) = n.
Sei nun Rg(H) = n. Es ist A semidefinit, denn Vz € C™ gilt

(A" Hea) =" (AT H) 7= H"Hr = (H) (HR) 20 (%)
Mit dem Rangsatz ist aufterdem:
n = dim(C") = Rg(H) + dim ker H = n + dim ker H = dim ker H = 0.
Also folgt Va € C™ \ {0}: Hx # 0, also folgt mit (x) A positiv definit.



