Analysis II: Ubungsblatt 2 Leon Burgard, Christian Merten

Aufgabe Al A2 A3 A4 A5 >

Punkte

Aufgabe 1. Fiir n € Ny bezeichne P, das Legendre Polynom.

G
Po(w) = 2nn! dxm

Vn,m € Ng, n > m, 0 < k < n gilt zudem nach Aufgabenstellung;:

(2 — 1)

! d 2 n d 2 m m—+1 ! dnik 2 n dm+k 2 m
1 dx”(x -1) dxm(a: — 1" dx = (-1) ) dx”—’f(x -1 W(x —1)™dx  (x).

(a) Beh.:
1
/ P,(x)Pp(x)dz =0 Vn,m € No,n # m.

-1

Beweis. Seien n,m € Ny mit n # m beliebig. O.B.d.A.: n > m. Dann gilt

1 1 n m
/ P, ()P, (x) do = ! / d (z? —1)" d (z? —1)™ da.

1 2n2mplm! J_; dan da™

Zu zeigen:

g 1
/ zn(x -1) - (z*=1)"dx=0

—1
Mit (%) und £ =m + 1 < n folgt

1 ar ) m ) 1 1 dn—m—l ) d2m+1 )
Wegen deg (22 — 1)™ = 2m folgt %(xz — 1)™ = 0. Damit folgt
1
d'I’L 9 d’nl 9
- 1" —1)™dx =0.
| e -0 e =
O]
eh.: Fur ein festes n € Ny gilt € Ngmit 0 <k <n:
b) Beh.: Fiir ein f Ny gilt Vk € Ny mit 0 < k
/1 1-2)"(14+2)"dz = L /1 (1—2)" *1+z)"* dz
L RUEDICEDIE |

Beweis. Sei n € Ny beliebig. Beweis per Induktion nach k. k = 0: trivial.
Es existiere ein k € Ny mit k£ < n mit Beh. Dann folgt fiir £ + 1 mit partieller Integration:

n! § ! n—k—1 n 1
(n—k—f)!()n+k:+1)!/_1(l_f”) P 4 ) e

B (n!)?
T (n—k—-D(n+Ek+1)

(Lo aps ]

1
Tl+k+l n—k n+k
+/_1ﬁ(1 2)" (1 + z) dx)

B (n))2(n — k) Yntk+1
_(n—k)!(n+k)!(n+k+1)/_1 n—k (1

_ .Z‘)n_k(l _’_x)n—&-k dz

I ' n— n
Ty /_1(1—30) 1+ z)"tF da
Ig'/l (1-2)"(1+2)" de.

-1
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(c) Beh.: Es gilt Vn € Ng:
2
2n+1"

/_ 11 Po(2)Py(x) dz =

Beweis. Sei n € Ny beliebig. Dann sind wegen deg (22 — 1)" = 2n in der 2n-ten Ableitung alle

Terme bis auf den 22" Term null. Damit folgt
d2n
dx2n

d2n

dx2n (2"~ 1) =

2 = (2n)! (xx).

Dann folgt mit (%) und k = n:

/1 P, (z)P,(z) dz = ! /1 a (x? —1)" 4 (22 —1)" dz
" " ~22n(p!)2 J, dan dzn

d2n

e B
B o (x )" da
=(2n)!  (*x)

_1\n 1
P [ ey as

—_1\n 1
e [ (oa-aas )y a

__(2n)! /1 (1= 2)"(1 +2)" da

(b), k=n 1
= ]
11
T2 op 41

22n+1 1
T o 9p 11
2
n+1

(1+2)* dz

1

(1 + x)Qn—i—l‘
-1

Aufgabe 2. Die Funktion f: [0,27] — R sei definiert durch:
. T 37
f(a:)—mm(x—Q,Z—x).

Beh.: Fiir die Fourier Entwicklung F/ gilt:

— 4
Ff =— ; 1) cos((2k — 1)x).

Beweis. Es gilt zunéchst:

T) = .
f(@) M _ g o<z <2r

{xg 0<z<m
2

Fiir die Koeffizienten a; mit k& > 0 folgt nach Definition:
1 27

a = — (z) cos(kx) dx
T Jo

-1 [/0” (v~ 2) cos(hr) da + /:ﬂ (32” _2) cos(kx)) dx}

11 ™|t [Tl 1. 3 a2
== [k sin(kx) (gg — 5) . /0 Z sin(kz) dz + % sin(kx) (2 — x) —i—/7r Z sin(kx) da:]

™
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Fiir aq gilt

AL [ ()

Fiir by folgt nach Definition mit analoger Rechnung:

2m
b = 1 f(z)sin(kz) de = 0.
T Jo

Damit folgt die Fourrier-Entwicklung von f mit:

_w# )21 _ 1) cos 1 0% 1) eos(2ha
_kz:lw(%—l)? Q&_ll ((2k = D)) + (( 1):0 1) cos(2kz)

Aufgabe 3. Beh.:
4

i 1 .
—_ 14 9g°
Pt (2k —1) 96

Beweis. Nach Vorlesung gilt ar = ¢ + ¢ und by, = i(cx — c—g). Mit by, = 0 folgt ¢, = c_ und mit
Aufg. 2.2 damit:
ag 1 k
=C_;, = — = —— —1 — 1 .
cr=cop =5 = —5((=1) )

Damit folgt

2

Y lal=2r Y| ot

c=c_r 16 1
N I Z (2k — 1)%°

k=1

Auferdem gilt

™ (PG) 16 1
6 = _1)4
6 T = (2k - 1)
t > 1

— 9% D (2k — 1)

Aufgabe 4. Beh.: Fiir 2n-periodische Funktionen f: R — R gilt

; i (x) sin(kx) doe = _ﬁ f(z)sin(kz) dz  (A)
| i (z) cos(kx) dox = j f(x)cos(kz) dz (B).
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Beweis. Sei f: R — R 2m-periodisch, aufserdem ist sin(x) 27 periodisch (x). Dann gilt:

27

f(z)sin(kz) dz = /07r f(z)sin(kz) dz 4+ f(z)sin(kz) dz

™

2

0
0

= /0” f(x)sin(kz) dz + f(x 4+ 2m) sin(k(x + 27)) dx

—T

) /07r f(z)sin(kz) dz + i f(z)sin(kz) dz

= i f(z) sin(kx) dz.

Fiir cos(kx) analog.

O

Beh.: Fiir 2m-periodische gerade f;, bzw. ungerade f, Funktionen f: R — R gilt fiir ihre Fourier-

Entwicklung:

Fls(z) = % + Zak cos(kz) bzw. Fl(z Z by sin(kzx).
k=1

Beweis. Sei fy: R — R gerade (x) und 27-periodisch. Dann bleibt zu zeigen: b, = 0. Es gilt sin(—z) =

—sin(x), also ist sin(z) ungerade (xx). Damit folgt

2m
by = 1 f(z) sin(kz) dz
T Jo
wl f(a:) sin(kx) dz
™
1

== f( )sin(kx) dx + f( )sin(kz) dx

= 1/ —f(—z)sin(—kz) dz + = /f )sin(kz) dz
/f )sin(—kz) dz + — /f )sin(kz) dx

(%), (x%) . .

= —= in(kx) d — in(kx) d
* [ st@psintha) o < [ fa)sinio) da

:O'

Sei fyR — R ungerade und 27-periodisch. Dann bleibt zu zeigen a; = 0. Es gilt cos(—

also ist cos(x) gerade. Dann folgt die Behauptung analog.
Aufgabe 5. Beh.: Vn,m € Ny, n > m, 0 < k < n gilt zudem nach Aufgabenstellung:

1 1 n—Fk m—+k
d 2 n d 2 m _ m4+1 d 2 d 2
[ e -0 g e = ([ e e
Es gelte
dk 2 m 2 n—k
F @ D) = =D pe() (4):

Beweis. Seien n,m € Ny beliebig. Beweis per Induktion nach k.
Fiir k = 0 ist Beh. trivialerweise erfiillt.

Sei nun k£ € Ny mit k£ < n beliebig mit gegebener Beh. Dann gilt fiir k£ + 1:
1 n—k—1
d

1 dxn—Fk-1

dm+k+1

(- (% - —1)™ dz

D e (@

x) = cos(z),

O

1™ dex.

k+1 dn_k 2 n dm+k+1 2 m ! ! dn_k 2 n dm+k 2 m
= (-1 K @ D e (T = ) )‘_1—/ @ ) g @ =)

-1

n—k m4+k+1 1 1 n m
Ié/'(—l)k"rl ( d (z? —1)"- o (22 — 1)m> ‘ . —|—/ d (2 —1)"- — (% —1)™ dz.

dxnfk dmerkJrl _ dl,n
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Bleibt zu zeigen:

qm+k+1 1

(;) |:(JUZ _ 1)k 'pn—k(‘r) . W(lﬂ _ 1)m:|

-1
m-+k+1
(1= 0 o) (e - D7) )

dm+k+1

—(1=1)" pp_p(~1)- (W($2 - 1)m) (-1)
=0.

Damit folgt die Induktionsbehauptung fiir k£ + 1. O



