Analysis II: Ubungsblatt 3 Leon Burgard, Christian Merten

Aufgabe Al A2 A3 A4 >

Punkte

Aufgabe 1. Fiir z,y € R seien Abbildungen d;: R x R — R, i =1,...,5 definiert:
(a) di(z,y) = (x — y)? ist keine Metrik, denn
d(1,3) =4>2=1+1=4d(1,2) +d(2,3).
(b) da(z,y) = /|x — y| ist eine Metrik denn Vz,y, 2z € R gilt:
(M1) da(z,y) = /|7 —y| >0 und
do(z,)) =0 <= ]z —y|=0 <= [z —y|=0 <= z—y=0 < z=1y.

(M2) da(z,y) = ]z —yl = /Iy — 2| = da(y, 2)
(M3) Es gilt

lv -zl =]z —y+ty—z|<|z—yl+|y—z < |z -yl +2V]r —ylly — 2| + |y — 2].

Damit folgt

[z —2| < o=yl +2V|z —ylly — 2 + |y — 2]
V>0
= dao(w,2) = Ve — 2 < Ve =yl + ]y — 2l = da(@,y) + da(y, 2).
(c) ds(z,y) = |22 — y?| ist keine Metrik, denn
d(—=1,1) = |(-1)* = 1%| = 0.

aber —1 # 1 in R.
(d) da(z,y) = |x — 2y| ist keine Metrik, denn
di(3,2) = |3-2-2| =144 =223 = duy(2,3).

(e) ds(w,y) = 2L ist eine Metrik, denn Va, y, z € R gilt:

(M1) ds(z,y) = 224 > 0 und

1+|z—y]
ds(z,y) =0 < M:O = jr—yl=0 = z=y.
L+ |z —yl
(M3) Sei d := max{|z —y|, |z — 2|, |y — z|}. Falls d = |z — 2|, dann ist
e I ol (O et TI B [z —yl ly — 2|
1+ |z — Z| 1+d — 1+d 1+4d —1+z—yl 1+y— 2
<d <d

Falls d # |z — z|. Dann sei O.E. d = |z — y|. Dann gilt
|z — 2| < |z —yl
= -zt —yl-lr -z <|r—y[+ ]z —y[ |z -2
— |z —2[(1+ |z —yl) <[z —y|(1 + |z —2[)
|z — 2| |z —yl
l1+|z—2 — 1+ |z —y|

<~

Also insbesondere

_ oozl -yl -
l+lz—z —1+z—y| 1+]y— 2
>0

Insgesamt, folgt
d5(!17, Z) < d5($7 y) + dB(y7 Z)
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Aufgabe 2. Sei (X, d) ein metrischer Vektorraum iiber K € {R, C}. Die Metrik d: X x X — R erfiille
die gegeben Eigenschaften.

Beh.: ||z||q := d(z,0) Yz € X ist eine Norm auf X.

Beweis. Seien z,y € X und a € K.

d Metrik
(N1 flzfla = d(x,0) =
2 =0"EY 42,00 =0 <= |z)a=0

E2
(N2) |Jazl|q = d(ex,0) = |ald(z,0) = [af||z|l4

(N3) Dreicksungleichung:

le+yll = d(z+y,0)
= dly—(-2),0)
El
d Metrik
2 d(z,0) +d(y,0)
= lzlla + lylla-
O
Aufgabe 3. Seien p,q € R mit p,q > 1, 1% + % =1
(a) Beh.: Fiir a,b > 0 gilt
a? b
ab < — + —.
q

Beweis. Definiere

ft) = (a?)t- ()t = o(Plna—glnb)t

Es folgt
£7(t) = (plna — glnb)® - £(1).
—_—
>0 >0
Also ist f(t) konvex. Es ist mit %4—% =1 = % =1- %. Mit A = %,x =1 und y = 0 folgt
damit ) ) . -
w=anr0) = (D)< L+ (1-1) 10 -2+ 2
p p p p q

(b) Beh.: Fiir aq,b1,...,a,,b, € R gilt

Z laibi| < <Z |ai|p>
i=1 i=1

=
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Beweis. Es sei ||a||p = (X0, lag|?)7 und [[B]], := (z’;:l 16:/%)7. Dann folgt
|laibi| =
||a||p 10l Zl Z ||a||p Hbllq

Youn n al|P |b ‘q

<

- ;p\allp Z allblg
1 1 "
- =n |a;] + |b3]4
Py, |ai|p; i S 1|b |qZ
1 1

= -4+ -
P q

=1

n
- Z |aibi| < ||a||p : ”b”(I'

i=1

Aufgabe 4. Sei

By:=A{f ([0, 1)) [ [[fllo <1}

die abgeschlossene Einheitskugel.

(a)

Beh.: Die Folge (f5)nen mit

o —22ntd (ac - 2n+2
fulz) == {0

erfiillt die Eigenschaften.

) +1 2 € g, om)
sonst '

Beweis. Sei n € N beliebig. Zunichst ist f,, stetig, denn: Vz € (2,}“, 21) ist f, als Polynom
stetig. Fiir z € [0,1] \ [2“1 , 2n] ist f,, als konstante Funktion stetig. Aufferdem gilt

22n+4 Intd 1 3 2 1 )
lim fn()—Oz—W+1=—2 onil T gnie +1=f, SRES :Ihm1 fn(x).

T T 2n+1 on¥1

Analog fiir x = zi

Weiter ist || fnlloo = 1, denn fiir € [0,1] \ (32,L+1, o) ist fn(z) = 0 und fiir x € |52, 5] ist
der Scheitelpunkt der Parabel mit Tyezr = sayz als Maximum mit f(@maz) = 1 gegeben.

Sei nun m € N mit m # n und = € [0,1]. O.E. sei m > n. Falls © € (2,}“, 2,L) dann ist
fm(x)=0,denn m >n —= m>n+1 = 2},L gﬁ.

Falls € (5757, 55 ), ist analog f,,(z) = 0.

Sonst gilt f,(z) = fim(x) = 0.

Damit folgt f,,(z)fm(x) = 0. O

Beh.: Eine Folge (f,,)nen mit den in (a) gegebenen Eigenschaften, hat keine konvergente Teilfolge.

Beweis. Sei (fn)neny € By mit || folleo =1 Vn € Nund f,,(z) fm(x) = 0Vz € [0,1],n,m € N,n #
m.

Sei weiter f € C([0, 1]) beliebige Funktion und (fn, )ken C (fn)nen Teilfolge.
k—o0

Ang: || = flloe =0

Ang.: [|f]loo # 1. Dann sei e = =Wl Dany gilt vk € N || f,,, [l = 1, also folgt

foe = FI = 1= [ flloo] > € %
Damit ist || f]lcoc = 1. Sei nun Z;qs € [0, 1] beliebig mit f(zmaes) = 1.

Falls Vk € N gilt fo, (Tmaez) =0 = || fn, — fl| > 1 VE eN.
Falls 3k € N mit f,,, (€mas) = 1: Dann gilt Vm > k:

R nullteilerfrei

fnk (-rmaa:) : fnm (xmaa:) =0 - fnm (xmax) =0 = Hf - fnm 0o

Also konvergiert f,,, nicht gegen f. O

>1



