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Aufgabe A1 A2 A3 A4
∑

Punkte

Aufgabe 1. Für x, y ∈ R seien Abbildungen di : R× R→ R, i = 1, . . . , 5 de�niert:

(a) d1(x, y) = (x− y)2 ist keine Metrik, denn

d(1, 3) = 4 > 2 = 1 + 1 = d(1, 2) + d(2, 3).

(b) d2(x, y) =
√
|x− y| ist eine Metrik denn ∀x, y, z ∈ R gilt:

(M1) d2(x, y) =
√
|x− y| ≥ 0 und

d2(x, y) = 0 ⇐⇒
√
|x− y| = 0 ⇐⇒ |x− y| = 0 ⇐⇒ x− y = 0 ⇐⇒ x = y.

(M2) d2(x, y) =
√
|x− y| =

√
|y − x| = d2(y, x)

(M3) Es gilt

|x− z| = |x− y + y − z| ≤ |x− y|+ |y − z| ≤ |x− y|+ 2
√
|x− y||y − z|+ |y − z|.

Damit folgt

|x− z| ≤ |x− y|+ 2
√
|x− y||y − z|+ |y − z|

√
·≥0⇐⇒ d2(x, z) =

√
|x− z| ≤

√
|x− y|+

√
|y − z| = d2(x, y) + d2(y, z).

(c) d3(x, y) = |x2 − y2| ist keine Metrik, denn

d(−1, 1) = |(−1)2 − 12| = 0.

aber −1 6= 1 in R.

(d) d4(x, y) = |x− 2y| ist keine Metrik, denn

d4(3, 2) = |3− 2 · 2| = 1 6= 4 = |2− 2 · 3| = d4(2, 3).

(e) d5(x, y) =
|x−y|

1+|x−y| ist eine Metrik, denn ∀x, y, z ∈ R gilt:

(M1) d5(x, y) =
|x−y|

1+|x−y| ≥ 0 und

d5(x, y) = 0 ⇐⇒ |x− y|
1 + |x− y|

= 0 ⇐⇒ |x− y| = 0 ⇐⇒ x = y.

(M2) d5(x, y) =
|x−y|

1+|x−y| =
|y−x|

1+|y−x| = d5(y, x).

(M3) Sei d := max{|x− y|, |x− z|, |y − z|}. Falls d = |x− z|, dann ist

|x− z|
1 + |x− z|

=
|x− z|
1 + d

≤ |x− y|
1 + d

+
|y − z|
1 + d

≤ |x− y|
1 + |x− y|︸ ︷︷ ︸

≤d

+
|y − z|

1 + |y − z|︸ ︷︷ ︸
≤d

.

Falls d 6= |x− z|. Dann sei O.E. d = |x− y|. Dann gilt

|x− z| ≤ |x− y|
⇐⇒ |x− z|+ |x− y| · |x− z| ≤ |x− y|+ |x− y| · |x− z|
⇐⇒ |x− z|(1 + |x− y|) ≤ |x− y|(1 + |x− z|)

⇐⇒ |x− z|
1 + |x− z|

≤ |x− y|
1 + |x− y|

Also insbesondere

=⇒ |x− z|
1 + |x− z|

≤ |x− y|
1 + |x− y|

+
|y − z|

1 + |y − z|︸ ︷︷ ︸
≥0

.

Insgesamt folgt
d5(x, z) ≤ d5(x, y) + d5(y, z).
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Aufgabe 2. Sei (X, d) ein metrischer Vektorraum über K ∈ {R,C}. Die Metrik d : X×X → R erfülle
die gegeben Eigenschaften.

Beh.: ‖x‖d := d(x, 0) ∀x ∈ X ist eine Norm auf X.

Beweis. Seien x, y ∈ X und α ∈ K.

(N1) ‖x‖d = d(x, 0)
d Metrik

≥ 0

x = 0
d Metrik⇐⇒ d(x, 0) = 0 ⇐⇒ ‖x‖d = 0

(N2) ‖αx‖d = d(αx, 0)
E2
= |α|d(x, 0) = |α|‖x‖d

(N3) Dreicksungleichung:

‖x+ y‖ = d(x+ y, 0)

= d(y − (−x), 0)
E1
= d(−x, y)

d Metrik

≤ d(−x, 0) + d(0, y)

E2
= d(x, 0) + d(y, 0)

= ‖x‖d + ‖y‖d.

Aufgabe 3. Seien p, q ∈ R mit p, q > 1, 1
p + 1

q = 1

(a) Beh.: Für a, b ≥ 0 gilt

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

Beweis. De�niere

f(t) := (ap)t · (bq)1−t = e(p ln a−q ln b)t

Es folgt

f ′′(t) = (p ln a− q ln b)2︸ ︷︷ ︸
≥0

· f(t)︸︷︷︸
≥0

.

Also ist f(t) konvex. Es ist mit 1
p + 1

q = 1 =⇒ 1
q = 1 − 1

p . Mit λ = 1
p , x = 1 und y = 0 folgt

damit

ab = a
1
p ·pbq·(1−

1
p ) = f

(
1

p

)
≤ 1

p
f(1) +

(
1− 1

p

)
f(0) =

ap

p
+
bq

q
.

(b) Beh.: Für a1, b1, . . . , an, bn ∈ R gilt

n∑
i=1

|aibi| ≤

(
n∑

i=1

|ai|p
) 1

p

·

(
n∑

i=1

|bi|q
) 1

q

.
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Beweis. Es sei ‖a‖p := (
∑n

i=1 |ai|p)
1
p und ‖b‖q := (

∑n
i=1 |bi|q)

1
q . Dann folgt

1

‖a‖p · ‖b‖q

n∑
i=1

|aibi| =
n∑

i=1

∣∣∣∣ ai
‖a‖p

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ bi‖b‖q
∣∣∣∣

Young

≤
n∑

i=1

|ai|p

p‖a‖pp
+

n∑
i=1

|bi|q

q‖b‖qq

=
1

p

1∑n
i=1 |ai|p

n∑
i=1

|ai|p +
1

q

1∑n
i=1 |bi|q

n∑
i=1

|bi|q

=
1

p
+

1

q

= 1

=⇒
n∑

i=1

|aibi| ≤ ‖a‖p · ‖b‖q.

Aufgabe 4. Sei
B1 := {f ∈ C([0, 1]) | ‖f‖∞ ≤ 1}

die abgeschlossene Einheitskugel.

(a) Beh.: Die Folge (fn)n∈N mit

fn(x) :=

{
−22n+4

(
x− 3

2n+2

)2
+ 1 x ∈

[
1

2n+1 ,
1
2n

]
0 sonst

.

erfüllt die Eigenschaften.

Beweis. Sei n ∈ N beliebig. Zunächst ist fn stetig, denn: ∀x ∈
(

1
2n+1 ,

1
2n

)
ist fn als Polynom

stetig. Für x ∈ [0, 1] \
[

1
2n+1 ,

1
2n

]
ist fn als konstante Funktion stetig. Auÿerdem gilt

lim
x↗ 1

2n+1

fn(x) = 0 = −22n+4

22n+4
+1 = −22n+4

(
1

2n+1
− 3

2n+2

)2

+1 = fn

(
1

2n+1

)
= lim

x↘ 1

2n+1

fn(x).

Analog für x = 1
2n .

Weiter ist ‖fn‖∞ = 1, denn für x ∈ [0, 1] \
(

1
2n+1 ,

1
2n

)
ist fn(x) = 0 und für x ∈

[
1

2n+1 ,
1
2n

]
ist

der Scheitelpunkt der Parabel mit xmax = 3
2n+2 als Maximum mit f(xmax) = 1 gegeben.

Sei nun m ∈ N mit m 6= n und x ∈ [0, 1]. O.E. sei m > n. Falls x ∈
(

1
2n+1 ,

1
2n

)
, dann ist

fm(x) = 0, denn m > n =⇒ m ≥ n+ 1 =⇒ 1
2m ≤

1
2n+1 .

Falls x ∈
(

1
2m+1 ,

1
2m

)
, ist analog fn(x) = 0.

Sonst gilt fn(x) = fm(x) = 0.

Damit folgt fn(x)fm(x) = 0.

(b) Beh.: Eine Folge (fn)n∈N mit den in (a) gegebenen Eigenschaften, hat keine konvergente Teilfolge.

Beweis. Sei (fn)n∈N ⊆ B1 mit ‖fn‖∞ = 1 ∀n ∈ N und fn(x)fm(x) = 0 ∀x ∈ [0, 1], n,m ∈ N, n 6=
m.

Sei weiter f ∈ C([0, 1]) beliebige Funktion und (fnk
)k∈N ⊆ (fn)n∈N Teilfolge.

Ang.: ‖fnk
− f‖∞

k→∞−−−−→ 0

Ang.: ‖f‖∞ 6= 1. Dann sei ε = |1−‖f‖∞|
2 . Dann gilt ∀k ∈ N ‖fnk

‖∞ = 1, also folgt

‖fnk
− f‖ ≥ |1− ‖f‖∞| > ε �.

Damit ist ‖f‖∞ = 1. Sei nun xmax ∈ [0, 1] beliebig mit f(xmax) = 1.

Falls ∀k ∈ N gilt fnk
(xmax) = 0 =⇒ ‖fnk

− f‖ ≥ 1 ∀k ∈ N.
Falls ∃k ∈ N mit fnk

(xmax) = 1: Dann gilt ∀m > k:

fnk
(xmax) · fnm

(xmax) = 0
R nullteilerfrei

=⇒ fnm
(xmax) = 0 =⇒ ‖f − fnm

‖∞ ≥ 1 .

Also konvergiert fnk
nicht gegen f .
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