Analysis II: Ubungsblatt 4 Leon Burgard, Christian Merten

Aufgabe Al A2 A3 A4 >

Punkte

Aufgabe 1. (a) Beh.: Mit d(z,y) = /|z — y| und ¢ = \/x ist p keine Norm.

Beweis. Aus dem letzten Zettel, folgt, dass d(x,y) = /|x — y| eine Metrik auf R ist. Es ist
auferdem Vz,y € R

d(z,y) =]z —yl = Vlz —yllz = o(lz — yl2) = p(z — y).

Dann ist
p(d-4) = /[T6 =4 £ 8= 4.2 =4- p(4).
O
Beh.: Teilmenge O C K" g.d. offen, wenn sie keinen ihrer Randpunkte enthilt.

Beweis. ,, = “ Sei O C K™ offen und a € K" ein Randpunkt von O. Ang.: a € O = Je >0
mit K.(a) C O. Also existiert eine Umgebung von a, die ganz in O liegt g

, <= “ Sei O C K" nicht offen. Dann ex. a € O, s.d. Ve > 0 gilt: 3y € K™\ O mit y € K (a).

Da aufserdem a € O, ist a Randpunkt von O, der in O liegt. O
Beh.: OM von M C K" ist abgeschlossen.

Beweis. Sei M C K". Dann folgt nach VL: M abgeschlossen. O
Beh.: Die Aussage ist falsch.

Beweis. Fir K® =R und M :=[0,1] gilt M = {0, 1}. Damit folgt
(M>O = ([0» 1])0 = ([07 1])0 = (071) 7& [071] = ((071)) = ([07 l]o) = (MO)'

Aufgabe 2. (a) Beh.: OM = {z € R" | ||z||0o < 1}, M = OM und M° = 0.

Beweis. Da Q dicht in R, folgt Va € K1(0), liegen in jeder Umgebung von a Punkte aus K7 (0)N
Q" = M und Punkte aus K;(0) N (R"\ Q") C MC.

Aufserdem sind alle Punkte der Einheitssphire Randpunkte, damit folgt
OM = K1(0) U{ € B" | [looe = 1} = {2 € R" | Joc < 1}.

Da M C M, folgt daraus

M=MUOM =0M
M° =M\ OM = .

Beh.: OM = M, M° = (), M = M.

Beweis. Es gilt Ya € M, dass Ve > 0 Punkte z € M¢ existieren mit 1 # 0 und |la — 72 < €.
Aufserdem gilt fiir alle Randpunkte a € M, a; = 0, denn angenommen, a; = § # 0. Dann ist
Ks (a) N M = (. Weiter gilt ||z]l2 < 1, denn angenommen, 36 > 0, s.d. ||z|z =1+ 4§ > 1, dann
folgt analog K's (a) N M = 0.

Damit folgt

M=MUOIM=MUM=M
M° =M\OM=M\M=0.
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(c) Beh.: OM = {-1,1}", M =M, M° ={z e R" |z ¢ [-1,1]"}
Beweis. Es ist
M={zeR"| f(z)<1l}={zeR" |z & (-1,1)"}.

Als Randpunkte ergeben sich damit durch komponentenweise Anwendung des eindimensionalen
Falls:
oM ={-1,1}".

Damit ist
M° =M\OM = {zeR" |z ¢[-1,1]"}
M=MUOM={zeR"|z¢g(-1,1)"} = M.

O
(d) Beh.: OM ={z e R" | g(x) <1}, M° =M, M = [-1,1]".
Beweis. Es ist
3 1 ze(-1,1)"
= — — = 2 ’ .
g9(z) 9 f(x) {g sonst
Also folgt
M={zeR"|ze(-1,1)"}=(-1,1)™
Analog 7zu (c) folgt damit direkt
OM ={zeR"|ze{-1,1}"}
M°=(-1,1)"\{-,,1}"=(-1,,1)"=M
M= (-1,1)"U{-1,1}" = [-1,1]".
O
Aufgabe 3. Seien a < b€ R und V, V wie gegeben.
(a) Beh.: (-,-) ist kein Skalarprodukt auf V.
Beweis. Fira=0,b=1und f=1¢€ V, folgt f/ =0 und f # 0, aber
1 1
(0= [ @@= [ od—o
0 0
Damit ist (S1) nicht erfiillt. O

(b) Beh.: (-,-) ist ein Skalarprodukt auf V.

Beweis. Seien f,g € V beliebig.

Zunichst ist (f,g) wohldefiniert, da f und g stiickweise stetig differenzierbar, sind f’ und ¢’
stiickweise stetig, also stiickweise R.-integrierbar.

(S1) Wegen der Monotonie des R.-Integrals ist

b
(f, f) =/ (f'(z))? dz > 0.

>0

Sei nun ,
(1) = / f'()? de = 0.

Wegen f € V, ex. eine Zerlegung A von [a, b], s.d.

b
(=Y [ far

[@ablea” 35
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Da die einzelnen Summanden alle nicht negativ sind, folgt V[d, ] € A mit der Definitheit
des R.-Integrals:

b
/ fl(x)? dz =0
i =

Da dies fiir alle Teilintervalle gilt, folgt

f stetig auf [a,b]
=

f(x)?=0 Vzela,b).

fl()*=0 Veela,bd = =0 = TheR: f(x)=h.

Wegen f(a) = f(b) =0 = f(a)=h=0 = h=0. Also f =0.
(S2) Folgt aus der Symmetrie des R.-Integrals.
(S3) Folgt aus der Linearitédt des R.-Integrals und der Linearitdt der Ableitung.

Aufgabe 4. Mit Gram-Schmidt-Verfahren folgt

1 1
by = = 1

TV ffrar

- 1 1
bQ:tf(l,t):tf/ tdt =t— =
0

2

Es ist weiter

Damit folgt

- 1 1
b3:t2—(t,t2)—12(t—,t2>t:t2—t+

o 1 1\? 1
= 2— —_ = —
(b3, b3) —/O (t t+ 6) dz %0

1
by = V180 (t2 —t+ 6)

~ 1 1 1 1
_ 43 3y T 43 I 2 - 2 -
by =t — (1,£%) — 12 (t 5ot ) (t 2) 180 (t t+6> <t 1+6)

3, 3 1
_ 43 Y42 oy =
A UL )
1 2
_ 3, 3 1
(bs, ba) /0< 2" "5 20) ¥ 72800
3, 3 1
_ 3_ 242 Ty
by = v/2800 (t St 20)

Also ist

B—{laVE(t—;),@(t?—Hé), 2800(t3—;’t2+§’5_210>}'

eine Orthonormalbasis auf C([0,1]) mit dem gegebenen Skalarprodukt.



