Analysis 2: Ubungsblatt 5 Leon Burgard, Christian Merten

Aufgabe Al A2 A3 A4 >

Punkte

Aufgabe 1. (a) Beh.: V|| - || auf K™ ist

Ax
jAl = sup 1Azl
z€Kn\ {0} H33||

eine Norm.

Beweis. Sei A € K™"*™ beliebig.

z€Kn,||z||=1

(N1) [|A[f=" sup  [JAz| =>0.
>0

Aufserdem gilt

A
lal=0 — 4] _
zeKn\{0} [l
— |[Az|| =0 Va e K™\ {0}
FIEERem - 4 =0 Ve e K"\ 0
— Ar =0 VreK"
S A=0.
(N2) Sei a € K.
Il V-Norm
|aAll = sup [Az| = sup  |af||Az|| = |a] sup  [|Az| = |of[[A]l.
z€K ||z]|=1 z€K [|z||=1 z€K [|z||=1
(N3) Sei B € K"*™,
|||l V-Norm
|[A+Bl|l= sup [|Az + Bz < sup  ([|[Az| +[[Bz|) = |All + [|B]|-
zeKn,||z||=1 z€Kn ||z||=1

O

(b) Beh.: Fiir die in (a) definierte Matrixnorm gilt

[Al = max [[Az].
zeKn,||z||=1

Beweis. Die Menge M := {x € K™ | ||z|| = 1} ist beschrinkt und abgeschlossen, also kompakt.
Die Funktion f: K™ — R, x — ||Ax|| ist stetig, denn: Falls A = 0, dann ist f = 0 also stetig.
Falls A # 0 dann gilt: Ve > 0,a € K" wihle § := . Sei nun 2 € K" beliebig mit [z —al| <.
Dann ist

vertragl.
[Az] = [|Aall] < [[Az = Aal| = [[A(z —a)[ < [[Allllz —al| <[[A[|d = €.

f nimmt als stetige Funktion auf kompakten Mengen ihr Maximum an, d.h. 32,4, € M, s.d.

14z maz|| = sup [[Az] = max| Azl
O

(c) Beh.: Die Frobenius-Norm ist mit der euklidschen Vektornorm vertréglich und submultiplikativ.
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Beweis. Seien A € K"*™ und x € K" beliebig. A; bezeichne die i-te Zeile der Matrix A. Dann

gilt
2
n n
1Az)3 = D[ laija;l
i=1 \j=1
n
= Z(A“JJ)%
i=1
cs.U. &
< D lAlBll=)3
i=1
n
= =13 1413
i=1
n n
= zI3)_ ) lail®
i=1 j=1
= l=l3lAl-
Also || - ||p vertraglich.

Seien A € K™*™ und z € K™ beliebig. A; bezeichne die i-te Zeile der Matrix A, B; die j-te
Spalte (1) der Matrix B. Dann gilt

n n 2
IABIE = > > awby
ij=1 k=1
n
ij=1
csu. &
< D IIAlBIBIE
ij=1
= D 1Al B3
i=1 j=1
= lAl#lBle-
Also || - ||F submultiplikativ. O

Aufgabe 2. (a) Beh.: Die Menge M
M :={A e K"" | Areguldr }
ist offen.

Beweis. Sei A € M beliebig. Da A reguliir ist A # 0 und 3A~! # 0. Wahle € := ﬁ.

Sei B € K.(A). Dannist ||A—B| < ¢, also ||[A—BJ < ﬁ. Mit dem Stérungssatz folgt damit,
dass B regulér ist, also B € M. D.h. K.(A) C M und damit M offen. O

(b) Beh.: Die Resolventenabbildung
R:Res(A) CC— M C K™,

ist stetig.
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Beweis. Sei (2;)ren C Res(A) Folge mit zp ~—°% q. Dann ist
R(z4) = (A — 2D)"!
=(A—al +al —zI)™!
= (A—al +(a—z,)I)7!
=(A—al)(I+ (a— zx)(A—al)~ )t

k— 00

——=30
= (I +(a—2;)R(a))"" R(a)

k— o0

—I
LN R(a).
Damit ist R stetig auf Res(A). O

Aufgabe 3. Sei f: K” — R stetig, ¢ € R und

M:={zeK"| f(z) =c}.
Beh.: M ist abgeschlossen.
Beweis. Z.z.. M© = K"\ M ist offen. Sei a € MY, d.h. f(a) # c. Wihle € := w Da f stetig,
ex. d > 0, s.d. Vo € K" mit ||z —a] < d: |f(z) — fa)] <e.
Sei x € Ks5(a). Dann ist ||z —al| < d. Ang.: f(z) =c = |f(x) — f(a)| =|c— f(a)| =2e > ¢ 4.

Also ist f(z) #c¢ = x € M. Damit ist M offen und M abgeschlossen. O
Beh.: M ist i.A. nicht kompakt.

Beweis. Fir n =1 und f(z) =sinz, ¢ = 0ist M = {kw | k € N} nicht beschréinkt, also insbesondere
nicht kompakt. O

Aufgabe 4. Definiere

S:C(0,7]) 5 R, fr> S(f) = /OW cos(f(z)) dz .

Beh.: S stetig.

Beweis. Seien a,b € R. O.E.: a < b. cos(z) auf R differenzierbar, also insbesondere auf [a,b]. Dann
folgt mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung: 3¢ € (a, b) mit

cos(b) — cos(a) .

—sin(g) = =1

Wegen |sinz| <1 Va € R folgt
| cos(b) —cos(a)| = [b—al[sin(§)[ < [b—a| (%),
Sei € > 0 beliebig und f € C([0,7]). Dann gilt Vg € C([0,7]) mit || f — glloc < := <:

1S(f) — S(g)| = / " cos(g(z) dz / " cos(f(a)) da

IA

/0 " cos(g(z)) — cos(f(x))] dz

—
INx

/0 " o(@) - f(a)|da

[ o= slas
0

</(5dx
0
= 70

= €.

IN



