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Aufgabe Al A2 A3 A4 A5 A6 A7 A8 >

Punkte

Aufgabe 1 (Vollstindige Induktion). (a) Beh.:

i B2 = én(n F1)@n+1).

k=1

Beweis. durch vollstindige Induktion
LA:n=1

k=1

LS.: n — n+ 1. Es existiere ein festes aber beliebiges n € N mit Y, k? = tn(n+1)(2n +1).

%(n+1)(n+2)(2(n+1)+1) = %(n2+3n+2)(2n+3)
= %(2713 +3n% + n 4 6n* + 12n + 6)
:%(2n3+3n2+n)+n2+2n+1
—n(2n® +3n+1) + (n+1)?
= %n(n(2n+3) + 1)+ (n+1)>
= én(n+l)(2n+1)+(n+1)2

LV.

(n+ 1
k=1
n+1
=2
k=1
O
(b) Beh.:
- 1
> Bk +2)* = 3" (6n? + 21n + 23) .
k=1
Beweis.
D Bk +2)? = (9K + 12k +4)
k=1 k=1
= 24 122k+ 24
k= k=1
n 3
() und 1. Gauf “n(n+ 1)(2n+1) +6n(n + 1) + 4n
1
:in(( 12n+1)+12n+ 12+ 38)
n (6n” + 21n + 23).
]
Aufgabe 2. (a) Beh.: a,, ;== V/nF". lim, . a, = F
Beweis. lim,,_,o @y, =limy, oo ¢Yn-F =F O
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k
(b) Beh.: by = 20, (ﬂ—;l) , p € [2,100]. limy o0 by = p

Beweis. Mit q := ”%1 folgt 0 < g < 1Vp>1.

=
lim b geometrische Reihe 1 o 1 o o
nsoo o 17(]_1_/77_1_/3*(0*1)_&
p )
O
(c) Beh.: ¢, :=3"1_, ‘;—Ij lim,, o0 Cn = €7
Beweis. Mit e* = > %’: folgt direkt lim,,_, ¢, = €° O
(d) Beh.: d,, := Sj; f; A5G im,, o d,, = FEST
E n
Beweis.
3—Fn® R-GSTn 2% —-F £-GsT
dn = —5 U =1 1 U
= T+ ot Gn T o 2zt G
=
F GST
lim d, = 5 - ——— = FEST.
n— 00 5 G
O

Aufgabe 3. (a) (1) > p°,k konvergiert nicht, da k keine Nullfolge. Die Folge der Partialsummen

s, _ n kl. gaufé n(n+1)
ist: s, =D pok = o

(2) >, m = Y17 < Yom—1 7z Vk € N ist konvergent, da Y7, 7% konvergente
n 1

Majorante. Die Folge der Partialsummen ist s, := >~ _, I EEuyE

[e’e) o 1 _oo . 1 B 1 [e’e] _i k
2V LY sy f—lkz_o< :)
Geometr. Reihe 1 . 1
B V3—1 1+
1
_\/57%
V3
_7,

(¢) (i) Sope (—1)FF1L ist nicht absolut konvergent, da > ;- + divergiert.
(i) Yore, % = e? — 1 konvergiert absolut.
Aufgabe 4. (a) Sei h: R — R eine beschrénkte und u: R — R definiert durch u(x) := z - h(x).

Beh.: v im Punkt g = 0 stetig.
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Beweis. Da h beschrinkt = 3C € R, s.d. |h(z)| < C Vz € R. Also gilt |u(z)| <z -C Vx € R.
Damit folgt

0 < lim |u(z)| < limz-C =0
x 0 z 0

und
0<lim|u(z)|<limz-C=0
N0 z\0
=
li =0=1 .
Il}% u(z) =0 x% u(z)
= f stetig in zg. O
(b) Beh.:

)1 reQ
/@) '_{—1 reR\Q'

ist unstetig auf ganz R aber |f(x)] ist stetig auf R.
Beweis. f(x) ist unstetig analog zur Dirichlet Funktion und |f(z)| = 1 ist offensichtlich stetig. [

(c) Beh.: Es gibt keine Funktion die im Punkt 2y = 0 stetig und in allen anderen Punkten unstetig
ist.

Beweis. Sei f: R — R stetig in 29 = 0 und € > 0 beliebig. Dann 36 > 0, s.d. Vo € R: |z| < §
|f(z) — f(0)] < §. Wihle a := 3.
Zz.: f ist stetig in a.

Wihle 6’ := 2. Sei 2/ € R mit |2/ — a| < §. Dann gilt [£(0) — f(2/)| < §. Mit |f(0) — f(a)| < §
folgt

[f(a) = f(2")] = |£(a) — f(0) + f(0) — f(a")]
< [f(a) = £O)[ + |£(0) — f(a)]
< % + g =€
= f stetig in a. O
Aufgabe 5. (a) Sei (an)nen Folge in RT.
Beh (i) .:
Ap+1 n—oo n— 00
— —— a4 = Ya, — a.

Qn

Beweis. Sei lim,, o “** = a. Damit gilt

oo o Oni1 . An+1
lim inf = a = limsup .
n—oo an n—oo a/n
Mit Blatt 7 folgt damit:
.. e Onya .. . . An+1
a = liminf < liminf {/a,, <limsup /a, < limsup =a
n—oo  Up n—0o0 n— oo n— 00 Gp
Also liminf,, _, /a, = a = limsup,,_,., Va,
= lim,,_, ¥a, = a. O

Beh (ii) .:

. an+1 n—oo n—oo
lim — 00 = Ya, —— 0.

n—oo (A
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. . n—roo . . .
Beweis. Sei % —— oo. Dann existiert eine streng monoton wachsende, nach oben unbe-

schriankte Teilfglge (@n,)ken von (an)nen-

Sei nun ¢ > 1 beliebig. Dann Jky € N, s.d. Vk > kq: aa"’“ > ¢. Damit folgt:
ng—1

2 k—k
Qny, > q Any > G Ay >0 > @0 an,,
1— %o
= an, >q * b/ Gy, -

Fiir £ — oo folgt
lim sup ¥/a,, > q.

k—o0

Da g > 1 beliebig grofs folgt damit
limsup /a,, = oco.

n—oo
O
®) (i) a, := ¥nl. Mit % =n+1"2% o folgt mit (a i) ap —— 0.
(ii) b, == {/ %7
(n+1)"t ! (n+1)" n+1\" I\" noeo
N — = =(14+ — — e.
(n+1)! nn nm n + n ¢
Mit (a i) folgt direkt lim, oo by, = e.
(ili) en =20 = 2/(21)".
R N A N (T o ) e ()
(n+1)! nt) — ((n+1)H)ntt nn’
B (n+1)n2+2n+1 L
C(n+D!(n+1)n pn
(n+Dl(n+1) ’
(TL + 1)n2+n+1
 (n 1)
(n+ 1)n2+n+1
(n+ 1) (n+1)"*
_ (ng et
(n + 1)ntn?
=n+122 .
Mit (a ii) folgt damit ¢, ——— oo
Aufgabe 6. Ergebnisse
Aufgabe Essillrankt nach OBszflhrankt nach Monoton? Konvergent?
Ja, streng monoton | Ja, da monoton und
1 ) )
(a) Ja, durch 3 Ja, durch 1 wachsend beschrankt
. Ja, nach Quotienten-
(b) Ja, durch 1 Ja, durch 2 Nein Kriterium fiir Folgen

Aufgabe 7. (a) (i) ist konvergent nach Leibniz Kriterium, da ﬁ monoton fallende Nullfolge.

(ii) ist divergent, da (—1)]“% keine Nullfolge ist.

(iil) Dopoy 2k m ist konvergent und damit ist (iii) nach Verdichtungskriterium konvergent.

(b) Der Konvergenzradius p ist ;, da Hiufungspunkte von {/|ax| bei m und 4 vorliegen. Wegen 4 >
ist damit limsup,,_, ., ar = 4.

. 243 _ 2
Aufgabe 8. (a) lim, 5:1:il =3
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(b) limg oo V422 — 20+ 3 — 22 =

(SIS

(¢) limy0o27®=0

(d) limg e ZH5nE — 1

xT

. 27
(e) lim, 1 &= = %

() ii"_‘"{ — oo fiir z \ 1.



