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Aufgabe 1 (Lemma 3.7). (6 Punkte)
Sei A ein kommutativer Ring mit Eins. Sei (Mi)i∈I eine Familie von A-Moduln und N ein weiterer A-Modul.
Zeigen Sie, dass ein natürlicher Isomorphismus
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von A-Moduln existiert. Hinweis: Konstruieren Sie vermöge universeller Eigenschaften Abbbildungen in beide
Richtungen und zeigen Sie anschließend, dass diese invers zueinander sind. Alternativ zeigen Sie, dass einer
der beiden die universelle Eigenschaft des anderen besitzt.

Aufgabe 2 (Wohldefiniertheit des Ranges). (6 Punkte)
Sei A ein kommutativer Ring mit Eins und seien m,n ∈ N. Zeigen Sie, dass aus Am ∼= An (als A-Moduln)
bereits m = n folgt. Hinweis: Tensorieren sie mit dem Quotienten nach einem maximalen Ideal und benutzen
Sie Aufgabe 1.

Aufgabe 3 (Einheiten in Polynomringen). (6 Punkte)
Sei A ein kommutativer Ring mit Eins und sei A[T ] sein Polynomring in einer Unbestimmten T . Zeigen Sie,
dass ein Polynom f = a0 +a1T + · · ·+anT n ∈ A[T ] genau dann eine Einheit ist, wenn a0 eine Einheit in A ist
und die übrigen Koeffizienten a1, . . . ,an nilpotent sind.
Hinweis: Betrachten Sie für eine Richtung zunächst den Fall, dass A nullteilerfrei ist. Der allgemeine Fall lässt
sich auf diesen Spezialfall reduzieren, indem man das Bild von f in A/p[T ] für alle Primideale p von A betrach-
tet. Für die andere Richtung verwenden Sie Aufgabe 3 von Blatt 1.

Aufgabe 4 (Zariski-Topologie1). (6 Punkte)
Seien A ein Ring und Spec(A) die Menge aller Primideale von A. Für jede Teilmenge M von A bezeichne
V (M) := {p ∈ Spec(A) |M ⊆ p} die Menge aller Primideale von A, die M enthalten. Zeigen Sie:

(a) Ist a das von M erzeugte Ideal, so ist V (M) =V (a) =V (r(a)).

(b) Es ist V (0) = Spec(A) und V (1) =∅.

(c) Für eine Familie (Mi)i∈I von Teilmengen von A gilt

V

�
�

i∈I

Mi

�
=

�

i∈I

V (Mi).

(d) Für Ideale a, b von A ist V (a∩b) =V (ab) =V (a)∪V (b).

Führen Sie sich nun vor Augen, dass die Aussagen (b)–(c) implizieren, dass die Mengen V (M) die Axiome
für abgeschlossene Mengen eines topologischen Raumes erfüllen. Die entsprechende Topologie heißt Zariski-
Topologie und wir nennen Spec(A) das Spektrum von A.

1Diese Aufgabe ist Teil einer Serie von Aufgaben über das Spektrum eines Ringes.










