Lemma 1. (an)nen, (bn)nen Cauchy Folgen.

Beweis. Sei a,, < b, fiir fast alle n € N, aber b < a¢. Dann 3§ > 0 mit b+ 6 = a.

Wegen der Konvergenz:
b, — b,a,, — a,n — .

1
Ine € Nsd. |b— bl < 50.

und L
la —an| < §5Vn>n€.
Dann
1 1
bn:bn—b+b—a+a—a,L+an§|bn—b|—|—b—a|a—an|—|—an§55—5+§5+a”=an.
=

b, < ap.

Widerspruch zur Annahme, dass a,, < b,, fir fast alle n € N.

O

Bemerkung 1 (Folgerung aus 3). Sei Cauchy-Folge (a,)nen keine Nullfolge und a, — a, a > 0

n — oo. Dann a,, > 0 fiir fast alle n.
Beweis. Annahme: a,, <0 fiir fast alle n € N, dann a,, > a <0+ {0} ne N

Ziel: Reelle Zahlen als Grenzwerte von rationalen Cauchy Folgen.

Wichtig: Zwei Cauchy Folgen mit gleichem Limes definieren gleiche Zahl. Deshalb: Aquivalenzklassen

Definition 1 (Aquivalenzrelation fiir Cauchy Folgen rationaler Zahlen).

(@n)nen ~ (a)nen : <= |an, —al,| — 0,n — oo.

Die Relation ist Aquivalenzrelation. 1. Reflexivitéit (a ~ a) (trivial)
2. Symmetrie (a ~b = b~ a)

(an)nen ~ (bp)nen <= |an —bp| 2 0 <= |b, —an] >0 <= (bp)nen ~ (an)nen-

3. Transitivitdt a ~ b,b~c = a~c

(a'n)nEN ~ (bn)neNa (bn)neN (Cn)neN — |an - bn‘ — 0, |bn - Cn| —0
<= Ve > 03dn. s.d.
Vn > ne.

Dann
Apn — Cn| - (an - bn) + (bn - Cn)| S |an - bn|

Definition 2 (Aquivalenzklassen).

R ={[an]nen}
:{<a{n)n€N|(a;)n€N ~ (an)nEN}
:{(a;)nGNKCL; - an)nGN - 0}'

(an)nen Représentant von Klasse [(an)]nen




Bemerkung 2. a € Q = -
[(an)nen, an :==a] € R.

Jede Teilfolge (an, )ren einer Cauchy Folge
(ank,)kGN € [(an)nGN]~

Jede Aquivalenzklasse [((a,)nen)] von Cauchy Folge rationaler Zahlen definiert genau eine reelle Zahl

Satz 1. Jeder Aquivalenzklasse [(a,)nen] entspricht genau einem (mdglicherweise unendlichen)

Dezimalbruch.

Die Menge aller dieser Dezimalbriiche wird bezeichnet als Menge R der ,reellen Zahlen”.
R = {a:=*+(ap +0,d1dads ... d) | ag € No,dy € {0,...,9}}.

Fiir eine CF rationaler Zahlen (a,)nen wird a € R als Grenzwert bezeichnet:

a= lim a,.
n—oo

(an)nen heiflt eine japproximierende” Folge von a € R. In diesem Sinne hat jede CF rationaler
Zahlen nach Konstruktion einen Grenzwert in R.

Bemerkung 3 (Erinnerung Geometrische Reihe).

l+z+a?+.. . +a2" =
Beweis. 1. Ya € R J[(an)nen] €R
a = :t(ao + 0,d1d2d3 .. )

definieren wir eine Folge (ay,)nen (rationaler) endlicher Teilbriiche:

Qpn :i(ao,dl...dn)7a0 € Ny, dy, € {O,...,9}.

zu zeigen: (a,)nen ist eine Cauchy Folge.
Sei m > n + 1, dann
|an, — am| =]ag+0,d1ds ... dp — (ap + 0,d1ds .. .dpdpi1 ... dn)|
=10,00...0dy41 -..dm]
=dpy1107FD £ 4107
<107 ™(dp1 107 + . 4+ dp 107
<107™(10° 4 ... 4 107 ™D

10 1m—n—1
=107 ([ — R
(o) w )

zlon 101
10
1
<10 "E
10
10

= (an)nen ist Cauchy Folge und reprisentiert eine Klasse [(ay,)nen] € R
yEinbettung” a — [(an)nen]

2. Wir zeigen, dass diese ,Einbettung” bijektiv ist.

a) a > [(an)nen] ist injektiv (Va,a’ € R gilt: aus (an)nen ~ (a),)nen folgt a = a’)




Fiir
a=ag+0,dids>...
a =a{+0,d\d,...
gilt:

a, —ay| =lag +0,dy...d, — (a5 +0,d} ...d))]
<€, VYn > ne, Ve > 0.

= a=d
b) ,Einbettung” a — [(a,)nen] ist surjektiv

(i) Sei (an)nen Nullfolge
— 2=0=0,00....

(ii) Sei (an)nen keine Nullfolge Dann fast alle a,, > 0 oder fast alle a,, < 0 O.B.d.A. a,, > 0,
neN
Ziel: z > 0 zu konstruieren.
Falls a,, < 0 (bzw. —a, > 0 konstruiert —z)

(an)neny = beschrinkt =— IN e N(N >2)s.d.0<a, < N,n eN.
Dann dzg € Ny, s.d. im Interval:
I={z€eQ|0<zm<z<z+1<n}

unendlich viele Elemente von (a,)nen liegen.



