Korrolar 0.1 (2. Mittelwertsatz). Seien f: I — R monoton, g: I — R R.-integrierbar. Dann ex.

& € [a,b] s.d.
b ¢ b
z)g(x)dr = f(a z)dzx b x)dx.
| @tz = 1@ [ gt +ﬂ)lgU

Beweis. 0.B.d.A: f monoton fallend.

Definiere ¢(t) f g(x)dx + f(b ft x)dx, a <t <b. Nach HDI ¢(t) stetig.

f monoton fallend

b b b
wwzﬂw/gmm: < /fmmmmsﬂ@/gwm:@@.

Nach ZWS 3¢ € [a,b] s.d. ¢(§) = f; f(x)g(x)dx

Bemerkung 0.2. Monotonie unverzichtbar. f(z) = 22, g(z) =1, I = [-1,1].

£(=1) /5 g(z)dz + F(1) [ o(z)dz = /_11 e =2 veel
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0.1 Integrationsformeln

Lemma 0.3 (Partielle Integration). f,g: [a,b] — R stetig differenzierbar. Dann gilt

b b b
/f’(x)g(af)dx=[f(x) 9(@)] —/ f(@)g' (z)dx

Beweis. (f-g)(x)=f"-g9g+f ¢ =

b

b HDI
[ s rg@= [ G @a o]

Beispiel 0.4.

b b
/ cos?(z) = / cos x - cos xdx
a a

b b
—/ (—sinz) sin zdx
a

=cosx-sinx
a

b
= cosz - sin 2| Big? + / (1 — cos®(z))dx
a

b b
+/ dx.

b
= 2/ cos?(z)dx = cosx - sinx
a

Lemma 0.5. Seien [a,b],[a, 5] C R, f: [a,b] — R stetig, ¢: [a, f] — [a,b] stetig differenzierbar
mit a = p(a), b = ¢(F). Dann gilt

b b= (8)
/fwmwwﬁz/ F()de.
@ a=p(a)

Beweis. Sei F' eine Stammfunktion von f. Dann F o ¢: [o, 5] — R stetig differenzierbar und

(Fop) = (F(p®) - ¢'(t) = o) - ¢'(2).



Bemerkung 0.6. Formal: © = ¢(t)

(jl—f =¢'(t) = dx = ¢'(t)dt
(8)=b b

/ f(x)dz = / F(t)! (.
pla)=a a

Beispiel 0.7.

2 1 72 1 [e@)=5
/ t-cos(t? +t)dt = = / cos(t? + 1) - 2tdt = — / cos zdz.
0 v 2 0 — 2 )

> o0 =1

0.2 Uneigentliche Integrale

R.-integrierbar auf V[a',b] C (a, b], aber nicht auf [a, b].
Falls fiir alle Folgen a,, € (a,b] ex.
b

b
lim f(x)dx ::/ f(x)dx.

an™Na Jq

Integral von f iiber [a, b].

Satz 0.8 (Uneigentliches R.-Integral Typ 1). Sei f: (a,b] — R auf (a,b] R.-integrierbar, d.h. f

Dann gilt: Dieser Limes ist von der Wahl der Folge a,, unabhéngig und heifit das uneigentliche

0.5 1 15 2

Beweis. Sei (a’),en eine weitere Folge mit
n/ne

b
lim x)dx = A'.
Jm [ f@)

Konstruiere Folge {a1,a}, as,a),...} = (a’),,en. Nach Voraussetzungen
s Wi,y sy W9, n/ne

b
3 lim x)dr = A".
al/~\a /a” f( )

Alle Teilfolgen konvergenter Folgen, konvergieren gegen denselben Limes wie die Gesamtfolge —

A=A

O



Lemma 0.9. Sei f: (a,b] — R auf (a,b] aber nicht auf [a, b] integrierbar.

Falls das uneigentliche Integral von |f| auf [a,b] ex., dann ex. das uneigentliche Integral von f

iiber [a,b] und es gilt
b b
f@yds| < [ 17t

Beweis. Sei € > 0,e < b — a. Betrachte

b [P M@ I@ [ @)= @)
[ e = [ HELIE,, [ U0,

Integrale sind gleichméfig beschrinkt.

HONIE) gy gg LDSW
— [° .. dz monoton wachsend fiir ¢ — 0 und

a-+te

+

Pf@)] + f@) " f@)] - f@)
/a+6 2 de /a+e dx

— Fire—0:

b b
<3 i< [ i@

O

Bemerkung 0.10. 1. Umkehrung der Aussage (d.h. f uneigentlich integrierbar = |f| unei-
gentlich integrierbar) ist i.A. nicht richtig.

seinfache” Konvergenz, d.h. 3lim,_,o f;JrE f(x)dx

,absolute” Konvergenz / absolut uneigentlich integrierbar, d.h. 3lim._,¢ ff Lo | f(z)|de.

2. Sei f: f(z)dz bei b uneigentlich und bei a nicht uneigentlich, dann definiert man das uneigentliche

Integral
b T
/f(a:)dx :zlim/ f(®)dt oder
a z—=b J,

i [ f)ds

e—0

falls der Limes existiert!

3. Sei fab f(z)dz bei a und b uneigentlich, dann

b—e c
—1 )dx + i d
/f doo=tim [ fla)da 63%/a+6f(x)ff

mit ¢ € (a,b), falls beide Grenzwerte existieren, ist der Wert unabhingig von der Wahl von
€ (a,b).

4. Uneigentliches Integral existiert <= uneigentliches Integral konvergiert.

Lemma 0.11 (wie bei Reihen). Absolute Konvergenz — Einfache Konvergenz

Beispiel 0.12.

b

d €

/ - In(b — a) — In(e) =0 .
ate T —0Q

/b de 1 1 b1 1 1
are (@=a)t  T—p(@—a)Mate  T—p\(b—ap=t et)

= Integral ex. fiir 0 < p < 1, ex. nicht fiir p > 1.




Satz 0.13 (Uneigentliche R.-Integrale Typ 2). Sei f: [a,00] — R eine lokal integrierbare Funk-
tion, d.h. f ist auf [a,b'] C [a, 00) integrierbar Vb'.

Falls fiir alle Folgen b, € [a,+00) der Limes

lim /ab" F(a)dz =: /:O F(w)dz.

by, —>00

existiert, dann ist dieser unabhingig von der Wahl der Folge (b,)nen und heifit uneigentliches
Integral von f iiber [a, 00).

Lemma 0.14. Sei f: [a,00) — R lokal integrierbar und es existiere [’ |f(z)|dz. Dann ex.

[ f(@)dz und es gilt
/OO f(z)d=

</ " f(@)lde.

FEnde.



