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Aufgabe Al A2 A3 A4 >

Punkte

Aufgabe 1. Zunichst ist das charakteristische Polynom zu berechnen.
A—4 5 4
xa(\) =det(\E, —A)=| =6 A+7 4 | =X-3x+2=0-1)>*\+2).
-3 4 A—3

Mit xa()\) = 0 folgen die Eigenwerte Ay = 1 und Ay = —2. Die Eigenrdume ergeben sich aus den
homogenen LGS. Fiir A\; = 1 folgt

1-4 5 4 (ﬁ*’ 4
—6 8 4 j+ j 1+ |3 =
3 -4 =2
Fiir Ay = —2 folgt analog
—6 5 4 - %jJr 4 (-‘-(1 1 0 1 1
-6 5 4 ]+ 2 J+ 3+ o 1 = Vj, =Lin || 2
3 —4 -5 J 0 0 -1

Damit folgt direkt figeo(A1) = dim Vi, =1 = dim V), = fige0(A2). Damit ist

S =
o

[\
[\

- V)\l = Lin 2

o
o =
\
—_

o O
[\

Z Hgeo(Ai) =2 #3=n = A nicht diagonalisierbar
i=1
Aber wegen fiaig(A1) = 2 und paig(A2) = 1 folgt

Z palg(Ni) =3 =n = A trigonalisierbar.
i=1

2 1 0
Ergénze nun vy := | 2 | und v; := | 2 | zu einer Basis durch [ 0| (l.u. da 0 = 2 — 2 aber
-1 -1 1
2 —1#0). Damit folgt direkt
2 1 0
S=M@de=12 2 0
-1 -1 1

Die Inverse ergibt sich durch Berechnung;:

2 1 0 100 + 2 1 -1 0
2 2 0 0 1 0 j— j+w | ]—> -1 0| =5
+ 1

3 1
’ |
-1 -1 1 001 + 0 3

Damit ist S™1AS eine obere Dreiecksmatrix.

Aufgabe 2. (a) Beh.: Die Matrix A := (? g) ist eindeutig bestimmt mit

(f(n + 2)) _ 4. (f(n+ 1)) .
fln+1) fn)
Beweis. Mit A = (i Z) ergibt die Voraussetzung zwei Gleichungen:

fn+2)=af(n+1)4+0bf(n)
fn+1)=cf(n+1)+df(n).

Mit f(n+2) =2f(n+ 1)+ 3f(n) Vn € N folgt direkt a =2, b=3, ¢ =1 und d = 0. O
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(b)

Analog zu Aufgabe 1 folgt

A—2 =3

1 \ :()\-‘1-1)()\—3):0 — A1 =-1 X =3.

xa(A) =

Damit ergeben sich die Eigenrdume. Aus A\; = —1 folgt
-3 -3 1 -3 . 1
— - Vv,\1 = Lin .
-1 -1 0 0 -1
L3y (1 -3 Ve —Li K:&ﬂ
= = Lin .
~1 3 0 0 he 1

Die Eigenvektoren aus (b) bilden eine Basis v. Damit folgt

S = MZ(id) = (_11 ?)

=

und aus Ag = 3 folgt

und durch Invertieren von S

NN

= |
Y

SN—

Damit hat S~!AS Diagonalgestalt.

o _(-1 0)
D:=S"1AS =
0 3

e D)= (")

ergibt sich, dass f(n) durch n — 2-malige Anwendung von A auf die Startwerte <§8;) entsteht.
Zur Berechnung wird die Diagonalmatrix D verwendet. Dafiir wird der Startvektor mit S~—! in
die Basis v transformiert und dann D n — 2 mal angewendet und das Ergebnis mit S~! zuriick in
die kanonische Basis transformiert. Damit ergibt sich

n—2 (f(2) 3
F(n) o g (1O _ (18] [ ()
=) =2 ) Tl ) @ | 1
- 3n—2 ( + )
Da nur f(n) bendtigt wird, ergibt sich so f(n) durch die obere Zeile des Vektors, also

oy = o (P2 - 2py) e (12, 1)

4 4 4 4
_B0) (et ey, 12)
== (CUT e e o

Aus (c) folgt die Diagonalmatrix

Durch die Formel

(~1)" +3"1).

Aufgabe 3. (a) Beh.: v ist eine symmetrische, nicht-ausgeartete Bilinearform

Beweis. Seien f,g,h € K[X]<, und A € K bel.
Zz.: vy ist symmetrisch. Da K[X] kommutativer Ring folgt

st = ([ 9ar) ) = ([ (@ Nae) (1) =560 ),
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Zz.: 7y ist bilinear.

107 +1,) = ([ 410+ ae) (1)
(/

Of g+ h'g>dz) (1)

([ wa)+ ([ o) e

=M (f,9) +v(h,g).

Wegen der Symmetrie von « folgt die Linearitit auch im zweiten Argument.

Zz.: 7y ist nicht ausgeartet.

Sei B die kanonische Basis des K[X]|<,. Dann ist die Fundamentalmatrix von 7 beziigl. B offen-

sichtlich invertierbar. Damit ist v nicht ausgeartet.

O

Fiir K = Q und n = 3 muss ~ fiir alle Kombinationen der Basisvektoren (1, x, 22, 2%) berechnet

werden. Also beispielsweise fiir x und 2 folgt

N (@, a?) = </(m-x2)dx> (1x) = (/x3dx> (1) = é

Damit folgt analog fiir die restlichen Kombinationen die Fundamentalmatrix

1 1 1

L 3 5 1
11011

2 3 4 5
G=111 11
3 4 5 6
11011

4 5 6 7

Um eine Orthogonalbasis zu bestimmen, miisste G aus (c) diagonalisiert werden. Dieser Prozess
ist allerdings fiir eine 4 x 4 Matrix mit diesen Eintrdgen langwierig. Deswegen bestimme die
Orthogonalbasis induktiv. Fiir n = 2 ist sofort ersichtlich, dass {1,1 — 2z} eine Orthogonalbasis

bilden, da

v(1,1—22) = (/(I—Qz)d:c) (1g)=1-1=0.

Fiir n = 3 ergibt sich dann aus den Gleichungen (1—2z, a+bx+cz?) = 0 und (1, a+bxr+cz?) = 0

folgendes Gleichungssystem:

—b—c=0

b ¢

— —:0
a+2+3

Durch Wahl von a = —1 ergibt sich damit b = 6 und ¢ = —6.

Fiir n = 4 ergeben sich analog zu n = 3 die Gleichungen

—10b —10c—9d =0

2
d-l-gC:O
a—i—é—l—g-l-g—()
2 3 4 7

Durch Wahl von d = 10 ergibt sich damit a = f%, b =6, c = —15. Damit ist

1
{1,1 -2z, -1+ 62 — 622, —5+ 62 — 1522 + 1023},

offensichtlich l.u. und eine Orthogonalbasis des Q[X|<3 beziiglich ~.
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. t
Aufgabe 4. Es gilt nach VL: M£(f) = (MST(f*)) . Damit folgt

xf(t) = det(tEn — M(f))

= det | (tE, — ME( f))t}

— det :(tEn)t ~ (e f))t}

= det [tE, — M f*)}

(&

= xs (1)
Damit folgt: A € K Eigenwert von f <= X Nullstelle von x(\) <= A Nullstelle von x+(\) <=

A Eigenwert von f*.

Sei nun A € K ein Eigenwert von f bzw. f*. Dann bezeichne V) den Eigenraum von A beziiglich f
und Vy den Eigenraum beziiglich f*. Da V e.d. gilt dim V = dim V*.
dim V) = dim ker(AE,, — MZ(f))
Ve dim V — Rg(AE, — ME(f))
_ t
SR_ZR im V — Rg {(AEH - Mg(f)) }
t
—  dimV*—Rg [AEH - (Mg( f)) }

dim Vdim V700 -y Rg ()\En — M;T*(f*)>

V2 dim ker(AE, — MS(f7))

= dim Vy.



