Analysis II: Ubungsblatt 6 Leon Burgard, Christian Merten

Bitte korrigieren.

Aufgabe Al A2 A3 A4 >

Punkte

Aufgabe 1. (a) Beh.: M = 9(K1(0) \ {0}) ist nicht zusammenh&ngend.

Beweis. U := {0} und V := 0K;(0) sind relativ offen beziigl. M, UUV = M und UNV =0. O

Beh.: M = K1(0) N K1((2,0)T) ist zusammenhangend.

Beweis. Esist K1(0)NK;((2,0)T) =0, also M = (). Also existieren keine nicht-leeren Teilmengen
Uund V mit UNV =0 = M. Also ist M zusammenhingend. O
Beh.: M = U K1 (a) ist zusammenhéngend.

a€Z?

Beweis. Die abgeschlossenen Kugeln beriihren sich gegenseitig und sind damit nicht in disjunkte
offene Teilmengen zerlegbar. O

Beh.: M = {ac ER?|z; €Ry, 29 = sin( L )} U {(0,0)7} ist zusammenhiingend.

Z1

Beweis. Es ist Ry zusammenhéngend und sin (1) auf R, stetig, also M; = {z € R? | z; €

s 1 .
R4, 29 =sin (E)} zusammenhingend.

Ang.: U,V CR2mit UUV = M, UNV = § und U,V relativ offen. Falls (0,0)” ¢ U und

0,007 ¢ V: % zum Zusammenhang von M. Sei also O.E. 0,007 e U. mgk) =5 2o folgt
(k)

Ty

sin (ac(1k)> = sin(27k) = 0. Dann gilt | | ( L ) €V, sonst UNV # (). Da aber U offen und
i sin { 5
Ve > 0, 3ko > 0 und m € R, s.d. Vk > ko gilt
(k (k) (k)
xy) _ (™ < x3 _ (k)
)| =L C3) = O3] ==

Damit folgt U D K.(0)NV #0 4. O

Aufgabe 2. (a) Esseien fr,: R\ M — Rund M = {(z,y,2)T €R® |2 =y =0,z € R}.

(i) Beh.: fi(z,y,2) = ﬁify%s ist nicht stetig fortsetzbar in (0,0, 0)7.
Beweis. Sei ¢ € R beliebig. Dann wihle

1
n3

. e
an =1 0 | €R®\ M es gilt: a,, —= 0.
1
n
Aber
1 6
n3+-L; -5 n n— o0
filan) = —F==F=—F=n—">o00>c
ne e T

(ii) Beh.: fo(z,y,2) = % ist mit f5(0,0,0) = 0 stetig fortsetzbar.
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Beweis. Sei e > 0 beliebig dann wihle ¢ = 5. Dann folgt V(x, y, Z)T c K" mit H(x, Y, Z)T _ O||oo _
I(z,y, 2)||co < : Falls z > z:

vyz + oy | _ leyz| 4 ley?] _ Ll lyl el lyl ozl £ D) o(el + y])

= = =J<e
oy 2y SRR T ] T el + Ty ‘
Yy T
Falls y > 2:
2 2
xziixij < |xy;2|:[|€y - I;' - ‘i! < |’|Zx+ A <y < 25 =
Y Y Wt 4l
lyl
<1
Falls z > z und y < :
2 2 2 2
xyz +x TYz x x
y2+§/ = |2y|2 Ly|2§|z|2 2+|Z‘ 2y 2:|Z‘§5<6.
e +y v +y e +y e +y ety
Also f, stetig fortsetzbar in (0,0, 0)7. O

(b) Beh.: Auf dem Produktraum P := K" x K™ ist f: P — R mit f(x,y) := (z,y)k stetig. Hier ist
(-,-)k Skalarprodukt auf K" mit (z,z)x = ||z%-.

Beweis. Sei {z,y} € P und {z,,y,} € P beliebig mit {x,,y,} —— {x,y}. Damit folgt:

n— oo

1
{zn, v} = {2 y}lp = (Jon — 2% + |lyn = ylli)* = 0.
>0 >0

n—oo n—oo

Damit folgt ||z, — x|| —— 0 und ||y, — y|| —— 0. Wegen (z,2)x = |z|% Vz € K" gilt die
Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Damit folgt

[f(@nyn) = Fl9)l = [(@n,yn)k — (2,9) k]
= |(xn7yn)K - (xnay)K —+ (xn’y)K - (l"y)K|
= |(‘rn>yn_y)+(xn_x=y)|

.U.
< lzalle Iy = yllk +Hlyllk [lon — o)k
—_—— — —_——

n— oo n— oo n— oo

llll 0 —0

C.

wn

n—o00
— 0.

Damit folgt, dass f stetig ist in {z,y}. O
Aufgabe 3. (a) Beh.: Sei T: 0Kr(0) — R stetig. Dann ex. ein € 0K (0) mit T(x) = T(—zx).
Beweis. Es ist 0K r(0) beschrankt und abgeschlossen, also kompakt. Da T stetig, existieren also
Zmin, Tmax € OKg(0) mit max T(x) =T(Tmax) und min  T(z) = T(Zmin)-
meaKR(O) meaKR(O)

Definiere f: 0Kr(0) = R, z — T(x) — T(—x). Falls f(Zmax) = 0 oder f(xmin) = 0, folgt die
Behauptung. Sonst gilt
f(l'max) : f(xmin) =0.

Denn falls T'(zmax) > 0, dann ist

f(@max) = T(Tmax) — T(—Tmaz) > 0

f(mmm) = T(-rmin) - T<_xmin) <0.
Analog fiir T'(Tmax) < 0. Da 0KR(0) zusammenhingend und T stetig, folgt mit Zwischenwert-
satz, dass 3¢ € OKR(0) mit f(§) =0 = T(§) = T(=9). O

(b) Seien f,g: K® — R stetig. Definiere fiir z € K":

o(x) == max(f(z), g(x)).
Beh.: ¢: K* — R ist stetig.
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Beweis. Zunichst gilt Va,b € R:

a+b+ la —b]
2 2 7

max(a,b) =

denn: O.E.: a > b. Dann ist

a—|—b+\a—b\ _a—|—b+a—b
2 2 2 2

Damit folgt

o(x) = max(f(z), g(x)) = + 2

Da f,g stetig, ist auch |f — g| stetig und da 2 # 0 folgt ¢ als Summe bzw. Quotient stetiger
Funktionen stetig. O

Aufgabe 4. Sei f: K®* — D C K" beliebig und g: D C K" — K stetig und injektiv, wobei D
kompakt ist.

Beh.: go f stetig = f stetig und g o f gleichmifig stetig = f gleichmifig stetig.

Beweis. Definiere B :=im(g) und §: D — B,  — g(z). Da g injektiv und stetig, ist auch g injektiv
und stetig. Inbes. ex. g7': B — D mit g~ stetig.

Damit gilt Vo € K": g~ (g(f(2))) = 7' (9(f(2))) = f(x). Also f =g~ ' ogo f.

Sei nun g o f stetig. Dann folgt
—1

f=

S}

ogo f.
o~

stetig stetig

{

Also f als Komposition von zwei stetigen Funktionen stetig.

Sei nun go f gleichmifig stetig. Da D kompakt und g stetig, ist B = im(g) auch kompakt. Also wegen
g~ ! stetig, g7': B — D gleichmiifiig stetig. Damit folgt

_ -1
f= g o gof
~— S~

glm. stetig glm. stetig

Also f als Komposition zweier gleichméfig stetiger Funktionen, gleichméfig stetig. O



