0.1 Konvergenz in C

0.1 Konvergenz in C

Eine Folge (2,,)nen komplexer Zahlen (z, € C Vn € N) konvergiert gegen z € C, falls Ve > 0 In, € N,
s.d. |z, — 2| < €eVn>n,

Genauso wird die Beschranktheit und Begriff der C.F. {ibertragen.

Aus Definitionen:

2] = /(Re(2))? + (Tm(z))2.
und der Ungleichung:
maz(|z], |y) < Va? +y?> < |z|+|y| Vz,y eR.
folgt:

1. z, = z,n > o0 in C <= Re(z,) — Re(z) und Im(z,) — Im(z)

2. (2n)nen ist eine C.F. in C <=
(Re(zn))n und (Im(zy,)),, sind C.F. in R

3. C ist vollsténdig, d.h. jede C.F. in C ist konvergent.

4. Jede beschrinkte Folge in C besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beispiel 0.1. 1. le—i-i(l—i—%)—m,n%oo

n n

)" =551
% —0,n— o0

3. ¢" —=0,n— oo Vg e Cmit |g <1.

0.2 Unendliche Summe (,,Reihen”)

Definition 0.2. Sei (a,)nen eine Folge reeller oder komplexer Zahlen. Wir betrachten die Folge
der n-ten Partialsumme (s;,),ecn definiert durch:

n
Sp = E ag.
k=1

Die Reihe Y 72 | aj konvergiert (divergiert), wenn die Folge der Partialsummen (sy,),en konver-
giert (divergiert).
Im Fall von Konvergenz bezeichnet:

n

Soo := lim s, = E ar.
n— o0
k=1

die Summe oder den Wert der Reihe.

Bemerkung 0.3. Man kann auch Reihen Y., aj mit [ € Z betrachten.

Beispiel 0.4 (Geometrische Reihe).

(oo}
qu:1+q+q2+q3+....
k=0

>neoq" konvergiert genau fiir alle ¢ € C mit |¢] < 1 und es gilt 3,7 ¢" = 1.

Beweis. Folge der Partialsummen

n _onf1
k llq_q Q#l Q7é1
n+1 q=



0.2 Unendliche Summe (,Reihen”)

Fiir [q| < 1 gilt |¢|"*! = 0, n — 00

1— n+1 1
= 5, = d — fiir |q| < 1.
1-¢q 1-g¢

Bleibt zu zeigen: > - ¢" divergent fiir |g| > 1.

Angenommen g € C mit |¢| > 1 und (sp)nen konvergiert.

Dann
|Q|n+1 =|8n41— 5n |
—— —~~
—> S« —>Sx
Widerspruch, da |g|?t! > 1 fiir |¢| > 1 O
P , q q

Lemma 0.5. Ist ) ;" a; konvergent, dann ist (aj)ren eine Nullfolge.

Beweis. an+1 = Spt1 — Sn — Soo — Seo = 0, n = 00 O]

Bemerkung 0.6. Die Eigenschaft von (ay)ren eine Nullfolge zu sein, reicht nicht fiir die Konvergenz
von Y ;2 | aj aus!

Beispiel 0.7 (Harmonische Reihe).

ist strikt divergent.

x| =

0
k=1

Beweis. Folge der Partialsummen ist unbeschrankt:

2m 1
S =%
k=1
S R R
o~ 2 3 4 5 6 7 8 2n—1 41 2m = 2"
>1 ~N =\ ——
T2y 22 >4§=3 22m1. gy =1
O
Beispiel 0.8.
> (-1
k=0
a)
=01 -D+01-D+...=040+...=0
k=0
b)
D DF =1+ (-14+ D)+ (-141)+...=14+0+0=1
k=0

> 1 1
g(—l)’“ abeyanint

= (

Alles Falsch (Kostina: ,Alles Schrot!”), weil > ;2 (—1)* divergent.

0.2.1 Konvergenzkriterien

Die Konvergenz einer Reihe ist nichts anderes als die Konvergenz der Folge der Partialsummen.



0.2 Unendliche Summe (,Reihen”)

Satz 0.9. 1.

iak:aoo und ibk:boo
k=1 k=1

> (Aak + pby) = Mo + pbos VA, 1 € C.
k=1

2. Tst ap € R mit ap > 0 Vk € N dann gilt: 372, ax konvergent <= (3__; ax), o nach
oben beschrinkt.

Beweis. (1) folgt aus der linearen Kombination von Folgen.

(2) Falls ar > 0 = Folge (3_,_, ax), oy ist monoton wachsend.

Fiir solche Folgen gilt: Konvergenz <= Beschrinktheit O

Satz 0.10 (Leibniz-Kriterium). Ist (ai)ren eine monoton fallende reelle Nullfolge, so ist die

alternierende Reihe: -

z:(—l)ka;~C =—qai+ay—az+as—....
k=1

konvergent mit folgender Abschétzung:

oo

> (=D

k=n+1

<la,| VneN.

Beweis. Aus Voraussetzungen: ay > 0, s, := 2221 ag.

(l2n2a2n+1
S2p41 = Sop—1 + A2n — A2n41 > S2n—1-

Folge mit ungeraden Indizes: 51 < s3 < s5 < .. ..
Son = S2p—2 — 21t a2 < S2p—2.
Folge mit geraden Indizes: ... < s4 < 59 < 59

Son > Son+1 (Son41 = Son — Q2n+1)
Son — S2p+1 = A2p+1 — 05 n — oo

81283855 ...<84<82< 89

= [S2n+1, S2n] bilden eine Intervallschachtelung, d.h.

oo

Is00 = [ ) [s2k+1, s21]-
k=1

Soo = limy 400 S2n+1 = lim,, s o0 S21
Son+41 S Sco S Som-
Damit gilt Vk € N :
0 < 800 — S2n+1 < S2n — S2n41 = A2p 41

und
0 2 Soo — S2n Z Son+4+1 — S2n = —A2n+1 2 —Q2p.

=

0< S0 —8$n|] <an,—=0 n— oo
und

o0 n o0

oY =| 3 <

k=1 k=1 k=n+1

——

Soo




0.2 Unendliche Summe (,Reihen”)

Beispiel 0.11 (,Alternierende harmonische Reihe”).
= 1 11
S [ T
Z( ) n 2 + 3
k=1

ist konvergent

Definition 0.12. Eine Reihe Y ;7 | aj heifit absolut konvergent falls Y77 | |ax| konvergiert.

Beispiel 0.13. Die Reihe > | (—1)"~ 'L ist konvergent nach Leibniz Kriterium, aber nicht absolut

n=1
konvergent, weil Y7 | L divergiert.

Satz 0.14. Aus absoluter Konvergenz einer Reihe folgt deren Konvergenz.

Beweis. Sei ), aj, absolut konvergent, d.h. )", |ax| konvergiert.

n n
Sp 1= Zak,tn = Z |ag]-
k=1 k=1

Dann gilt fiir m,n € N mit m > n.

m m
|5m*5n|: Z ag| < Z |ak|:tm*tn:|tm7t""
k=n-+1 k=n+1

Da (t,)nen konvergiert = (¢, )nen ist C.F.

AUS |8 — Sn| < [tm —ta] < e

= (Sn)nen ist auch C.F. in R bzw. C

= Zak konvergiert.
k




