Folgerung: Sei f: D — R stetig in @ € D und f(a) # 0. Dann 3§ > 0 mit f(z) # 0 fiir alle
x € DNja—4,a+4[, d.h. es ex. Umgebungen von a, s.d. f(z) # 0 fiir alle Punkte in dieser Umgebung,.

Beweis. Wahle e := |f(4a)‘ > 0. Dann 36 > 0 mit |f(z) — f(a)| < e Yz € D mit |z —a| < 4.

f@l _3
- @) > 0.

= [f(@) = [f(a)| = | f(x) = f(a) | > [f(a)]
Ve € D mit |z —al < § 6 O

Satz 0.1. 1. Essei f,g: D — R stetigin a € D. Dann sind Af + pug VA, € R, f- g und falls
gx) #0Vx € D 5 stetig in a.

2. Sei f stetig in a € D mit f(D) C D C R und h: D — R stetig in f(a). Dann ist die
Komposition (ho f): D — R, (ho f)(z) := h(f(z)) stetig in a.

Beweis. 1. folgt aus Rechenregeln fiir konvergente Folgen. z.B.: (z,)nen eine Folge in D mit
lim,, o T, = a. Dann

(f +9)(a) = lim (f +g)(wn) = lim f(zn)+ lim g(z,) = f(a) + g(a).

2. Sei (n)nen Folge in D mit lim,,_,o x,, = a. Dann:
lim f(z,) =b=:f(a).
n— o0 WJ
yn::f(xn)
(Yn)nen Folge in D. Aus Stetigkeit von h in b folgt:
lim h(y,) = h(b) = lim A(f(x,)) = h(f(a)).
n— oo n—)OOH/_/
(hof)(zn)

Beispiel 0.2. 1. Alle Polynome
f(z) = Zakxk.
k=0
sind stetig in R.

2. Rationale Funktionen 5 mit Polynomen f,g (g # 0) sind stetig in D := {x € R | g(z) # 0}.

3. f stetig in D, dann ist auch |f|: D — R stetig, als Komposition: (] - | o f)(x).
4. Heaviside Funktion ist stetig Vo € R\ {0}.
5. Dirichlet-Funktion f: R — R
1 z€Q
fz) = :
0 zeR\Q

ist in keinem Punkt stetig.

Beweis. Sei a € Q. Es existiert eine Folge

V2

Ty =a+— € R\ Qmit lim z, =a.
n n—oo
aber

n—00
=0

lim f(z,) =0# 1= f(a).
—

Sei a € R\ Q. Es ex. eine Folge von rationalen Zahlen x,, mit lim, .o 2, = a. z, € Q Vn € N
(Konstruktion von reellen Zahlen) es gilt

lim f(z,) =1#0 = f(a).
TLA)OO\V_/

=1
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Definition 0.3 (offene, abgeschlossene, kompakte Mengen). Eine Menge D C R heifit offen, falls
Ve € D 3r > 0 mit
B,.(z):=]x —r,x+r[C D.

d.h. jeder Punkt besitzt eine Umgebung, welche ganz in D liegt.

Eine Menge D C R heiftt abgeschlossen, falls die Grenzwerte von konvergenten Folgen aus D
wieder in D liegt, d.h. (2, )nen in D mit lim, o 2, =29 = x0 € D.

D C R heifft kompakt, falls D beschrinkt und abgeschlossen ist. (beschrénkt 30 > 0 mit
x| < CVz e D)

Beispiel 0.4. 1. ]0,1[ ist offen. Vo € ]0,1[ setze r := imin{z,1 — z}. Man kann zeigen, dass
Br(x) € ]0,1]

J0, 1[ ist nicht abgeschlossen, weil () _ € ]0,1[. mit - — 0 ¢]0,1[.

2. [0,1] ist kompakt. z € [0,1] = || <1 = [0, 1] beschrinkt.
Sei (xn)nen in [0, 1] mit lim, o @, = zo. Dann gilt

0<z,<1Vn Sandwich ) <x90<1 = 1z €[0,1] abgeschlossen.

[0,1] ist nicht offen, da 0 € [0,1], aber |—r,r[ Vr>0
——
B-(0)C[0,1]

3. R ist offen, abgeschlossen aber nicht kompakt.

Lemma 0.5 (Folgenkompakt). D C R ist kompakt genau dann wenn, alle Folgen (z,,)nen in D
eine konvergente Teilfolge enthalten mit Grenzwert in D.

Beweis. e ., — 7 Sei (x,)nen eine Folge in D, Folge (2, )nen beschrankt — nach Satz von

. L : : D abgeschl
Bolzano-WeierstraR existiert eine konvergente Teilfolge (2, Jren C D+ s O*°"

D

limg_yoo Tn,, €

e , <" Angenommen. D ist unbeschrankt, d.h. ¥n € N 3z,, € D mit |z,| > n.

Dann enthélt (z,)nen keine konvergente Teilfolge, weil alle Teilfolgen unbeschrankt sind. Wi-
derspruch = D ist beschrankt.

Bleibt zu zeigen: D ist abgeschlossen. Sei (z,,)nen in D mit x, — xo,n — oco. Nach Voraus-
setzungen existiert eine konvergente Teilfolge von (z,)neny mit Limes in D. Da alle Teilfolgen
ebenfalls gegen xy konvergieren folgt, dass z¢ € D.

O

Satz 0.6 (Das stetige Bild kompakter Mengen ist kompakt). Sei f: D — R stetig mit D C R
kompakt. Dann ist f(D) = {f(z) | x € D} kompakt.

Beweis. Zu zeigen: f(D) ist kompakt. Sei (yn,)nen eine Folge in f(D). Dann ex. eine Folge (2, )neny C D
mit f(x,) = yn Vn € N (f stetig).

D kompakt = 3 Teilfolge (2, )reny mit limg_ o0 T, = x¢ € D.

f stetig = f(an,) = Yny — f(zo) € f(D).
-

Teilfolge in f(D)
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Definition 0.7 (Supremum, Infimum, Maximum, Minimum reellwertiger Funktionen). Sei f: D —
R, D CR.

sup,cp f(x) kleinste obere Grenze der Bildmenge By := {f(z) | € D}
:=sup By :=min{f e R |y < fVy € B}
infyep f(xz) :=inf By :=min{f e R |y < Yy € By}.
Falls By := f(D) beschrénkt ist, dann 3 inf und sup.

Tmin € D heift Minimum, z,,ax Maximum von f, falls

{inf f(@) = f(xmin) = min f(x)
sup f(z) = f(Tmaz) =: max f(z)

Satz 0.8. Stetige reelwertige Funktionen nehmen auf kompakten Mengen ihr Minimum und
Maximum an, d.h. f: D — R stetig, D kompakt, dann ex. Z,in, Tmae € D mit

f(@min) =inf {f(z) |z € D}

f(@maz) =sup {f(z) |z € D}

Beweis. Folgt aus Satz. Zunichst f(D) ist beschrinkt, d.h. dass Supremum und Infimum von f(D)
existieren. Nach Definition von s := sup {f(z) | z € D} ex. eine Folge (z,,)nen in D mit f(z,) —
$,m — 00. (Tn)nen hat eine konvergente Teilfolge (2, )keny Mit Tpn, — Tmaz, & — 00, Tymas € D.

> F(n) = F(Tman), i — 00

—> Behauptung fiir Supremum O

Satz 0.9 (Zwischenwertsatz). Sei f: [a,b] — R stetig mit f(a) # f(b). Dann gibt es zu jedem
—~—

kompakt
y zwischen f(a) und f(b) (*) mindestens ein ¢ € [a,b] mit f(c) = y.

+ dh. f(a) Sy < f(b) falls f(a) < f(b), sonst £(b) <y < f(a))




