Definition 0.1 (a”). Fiir ¢ > 0 wird die Funktion exp,: R — R mit « — a” definiert durch

exp, () := a® := exp(zlna) = e*™°.

Lemma 0.2 (Eigenschaften von a®). Sei a > 0 :

1. exp,: R — R ist stetig
2. exp,(z+y) =exp,(z) - exp,(y) Va,y eR

=a-a-a-...-a neN
—_———

n—mal
4. exp,(n)=a" nez
5. exp, (g) = YaP Vp€Z,qeN
6. a* - a¥ = a* 1Y
7. (a®)¥ ="V

8. a®b* = (ab)® b>0,z €R

9. L=g7 VvzeR

a

Beweis. trivial. O

0.1 Gleichméalliige Stetigkeit

Definition 0.3 (gleichméfige Stetigkeit). Eine Funktion f: D — R, D C R heifit gleichméRig
stetig auf D, falls gilt:

Ve > 030 > 0 mit |f(z) — f(y)| <e Va,y € Dmit |z —y| <4

Bemerkung 0.4. 1. Jede gleichméfige stetige Funktion auf D ist auch stetig
2. Unterschied zwischen stetig und gleichmifig stetig:

e stetig: § hidngt von € und x ab

o gleichmifig stetig: J hingt nur von € ab
Beispiel 0.5. f:]0,1] — R mit f(z) =1

f stetig, aber nicht gleichmifig stetig.

Beweis. Wahle € = 1. Angenommen: 36 > 0 mit |f(x) — f(y)| < 1 Vz,y €]0,1] mit |z —y| <.

dn € Nmit £ < 4. Fiirz:=21 und y := 2L gilt [z —y| = |1 — 1| = | L] < 4, aber |f(z) — f(y)| =

n 2n

|n — 2n| =n > 1. Widerspruch O

Satz 0.6. Auf kompakten Mengen (Intervallen) gilt: stetig <= gleichméaRig stetig

Sei f: D — R und D C R kompakt. Dann ist f gleichmé&fig stetig.

Beweis. Ang. f ist nicht gleichm&Rig stetig. Dann Jep > 0 mit Vn € N 3z, y, € D, s.d. |z, —yn| < %
und |f(zn) = f(yn)| = €o.

Folgenkompakt = 3 konvergente Teilfolge (2, )ken, Zn, — p € D.

k — oco. Dann konvergiert auch (yn, )ren gegen p, d.h. y,, — p, k — oo (weil |2y, — yn, | < %
= ¢ < |f(zn, — flyn,)| = |f(p) — f(p)| = 0. Widerspruch O




Definition 0.7 (Lipschitzstetigkeit). Eine Funktion f: D — R heifit lipschitz stetig auf D, falls
3 Konstante L > 0 (sog. Lipschitzkonstante), s.d.

|f(z) — f(y)| < Lz —y| Va,y € D.

Beispiel 0.8. fiir z = 3 nicht lipschitzstetig.

Bemerkung 0.9. Lipschitzstetige Funktionen sind gleichmifig stetig (stirker als gleichméfige Ste-
tigkeit)

0.2 Trigonometrische Funktionen

Satz 0.10. Fiir z € R definiere cos(z) := Re(e™®) und sin(z) := Im(e®®). Dann gilt Vz € R.

1. € = cos(x) + isin(x) (Eulersche Formel)

Beweis. trivial. O

Satz 0.11 (cos und sin sind stetig). Restgliedabschitzung von exp(z) gilt auch fiir komplexe

zeC
2| N+

n <2——-—.
Damit folgt fiir eine Nullfolge in C (z, — 0,n — 00,2, € C)
= exp(zp) = exp(0) =1,n — 0

Mit Funktionalgleichung exp(z - y) = exp(x) + exp(y) gilt fiir eine Folge (2p)nen, 2n — a,n —
oo in C = exp(zn) — exp(a). (zn —a — 0,exp(z, —a) - 1 = lim, ,ccexp(zy) =
lim,, o0 (exp(a) - exp(z, — a)) = exp(a))

Sei ¢ € R und =, — a,z, € R. Dann exp(iz,) — exp(ia) mit Re / Im (Re(z,) — Re(a),
Im(z,) — Im(a) , z, = ain C.

= cos(zy) — cos(a) und sin(z,) — sin(a)
= Stetigkeit




Satz 0.12 (Additionstheoreme). Vz,y € R gilt:
1. cos(z+y) =cosz-cosy —sinx - siny
sin(z +y) =sinx - cosy + cosz - siny

2. sinxz —siny = 2 cos (””T'"y) - sin (L;U)

_y
cosx — cosy = —2 - sin (ITW) -sin(m 2)

Beweis. 1.
cos(x + ) + isin(x +y) = e!@TY) = 7. oW
= (cosx + isinz)(cosy + isiny)
= cosx cosy — sinzsiny +i (sinx cosy + coszsiny) .

Re Im

2. Setze u = T,’U = 5 -

rT=u+v,y=u—".

sinz — siny = sin(u + v) — sin(u — v)

=sinu - cosv + cosu - sinv — (sinu cos(—v) + cos u - sin(—v))
—— ——

=cosv —sinv

+y . rx—y
- S1n .
2

. T
= 2cosusinv = 2cos



