1. DIFFERENTIATION

1 Differentiation

1.1 Ableitung

Definition 1.1. Sei f: D — R, D C R, eine Funktion. Definiere Differenzenquotienten in zy € D.

PRI (CEIEYC)

fiir Inkrement A € R mit 2o + h € D.

Eine Funktion f: D — R heifit differenzierbar im Punkt xg € D mit Ableitung f’(x¢), wenn fiir
jede Nullfolge (hp)nen mit xo + hy, € D die Folge (Dp,, f(20))nen konvergiert.

Bemerkung 1.2. 1. Ist eine Funktion differenzierbar in zy € D, so haben die Folgen von Diffe-
renzenquotienten alle denselben Limes.

f(zo +h) — f(x0)

/ R .
f'(@o) := wo-&-hlé%l h—0 h ’
2. In anderen Worten: Differenzierbarkeit in zq € D 2ty
i J@) = S)

T—To Xr — X

3. Notationen:

T 2 ta), L)

f/(xO)v dz

4. Ist 9 € D ein Randpunkt, z.B.: unterer oder oberer Endpunkt von D = [a,b], dann wird in
der Definition der rechts- oder linksseitige Grenzwert gebildet. Man spricht von der links- oder
rechtsseitigen Ableitung.

f(x) = f(xo)

lim —_r
x xo oder xlxg T — X9

(: <= x < g, r — x0)- Analog fiir die rechtsseitige Ableitung.
5. f heifst differenzierbar auf D, wenn sie Vo € D differenzierbar (bzw. einseitig differenzierbar im

Falle eines Randpunktes) ist. f heifft stetig differenzierbar, falls die Ableitung f': D — R auf D
stetig ist.

6. Differenzierbarkeit bedeutet: Man kann die Funktion f in zq ,,gut” durch eine affin-lineare Funk-
tion anndhern (affin-linear: Polynom vom Grad 1).

Satz 1.3 (e— ¢ Sprache). Eine Funktion f: D — Rist in zy € D differenzierbar mit f'(zy) <=
Ve > 0,36, > 0, s.d. Yoo + h € D, |h| <6, :

f(xo+h) = flxo)

A — f'(zo)| < e.

Beweis. trivial. O

Satz 1.4 (differenzierbar <= linear approximierbar). f: D — R ist differenzierbar in z¢ € D,
genau dann wenn eine Konstante ¢ € R existiert mit

f(x) = f(zo) + c(x — 20) + R(2).

Fiir das Restglied R(z) = R(x, zo) gilt

lim R(z)

z—x0 T — X

=0.
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In diesem Falle ist ¢ eindeutig bestimmt mit ¢ = f/(zq).

Beweis. ,, =" Sei f differenzierbar mit ¢ = f’(xg). Definiere Funktion

R(x) := f(z) = f(xo) — c(z — o).

Dann gilt
R(x) _ f(z) — f(xo) _ . f diff. 0.
T — g xr — X9 m T—To
To

0.
r — X T — X9
, d.h.
i &) = fzo) _
T—x0 X — xo
= f'(x¢) = c. Limes eindeutig = f differenzierbar. O

Bemerkung 1.5. Aus dem Satz zur linearen Approximation folgt eine geometrische Interpretation:
f(z) kann in z( ,gut” durch eine Gerade approximiert werden.

f(z) = g(x) = f(xo) + f'(m0)(x — mp).
Der Graph von g ist eine Tangente. Sekante:

f(@o +h) — f(x0)
h

sn(w) = f(wo) +

(x — zp).

Tangente:

g(x) = f(xo) + f'(x)(x — o).

Abbildung 1: f(z) in rot, ihre Tangente (blau) und eine Sekante (lila) im Punkt 29 =1
5 T

057 1 15 2 25 3

Lemma 1.6. Sei f: D — R differenzierbar in xy € D. Dann ist f stetig in x.

Beweis. Sei f differenzierbar, d.h.

3f(z0) = lim M_

T—x0 xr — Zo
Dann gilt wegen der linearen Approximation:
f(@) = f(zo) + f'(z0)(z — x0) + R(x)
R(z
= fao) + £ (o) — o) + 10

T — X0

(z — xo).
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Fiir x — x( geht

F(@) = (o) = £'(a0) (7 — 70) + ) (5 — ).
—0 > —0
-0
dh. f(z) = f(zo) O ZLE £ stetig, O

Bemerkung 1.7. Umgekehrt gilt das nicht, z.B.: die Betragsfunktion.
Beispiel 1.8. 1. Konstante Funktionen f = ¢ sind stetig differenzierbar mit f'(x¢) = 0 Vao.
2. Lineare Funktionen f: R — R f = az sind stetig differenzierbar mit f'(xg) = a Vo, weil

. a(zo+h)—axg
lim ———— =a
h—0 h

3. Monomfunktion: f(z) = 2™, n € N ist stetig differenzierbar mit f’(z) = nz"~! Vz, weil

. (r+R) =2 = (z+h—z)(z+R)" P+ (z+h)" 2 2+ + (z— h)a" 2 4!
lim ————— % =" lim
h—0 h h—0 h

e e R

n-mal
n—1

4. Elementare rationale Funktionen f = 1, x # 0.

z)

) —tm L (L] o la-(@th) 1 1

= 11 —_ _—— = 11 —_—_ = m e = ——.

hs0h \z+h = hs0h (x+h)-x hrs0 (x+h)x x?
——

5. Betragsfunktion f(x) = |z|

—z <0’

f'(@) = {“’ r=9

ist bei g = 0 nicht differenzierbar. % fiir o = 0 existiert nicht. Allerdings existieren die

einseitigen Ableitungen.

Abbildung 2: Betragsfunktion
5 T

6. Exponential-Funktion f(z) = e” ist stetig differenzierbar Va mit f'(x) = e, weil

i ex—i—h —e® . ) eh -1 _
im ——— =¢€”- lim =
h—0 h h—0

e”.

=1
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mit
= hk h  h?
h e a0
e’ = I 1+2+3|+
k=0
h 2
e —1 h h h—0
h :1+§+§+ L ———1

7. Sinus / Cosinus. mit sin(z) — sin(y) = 2cos 3 (z + y) - sin 3 (z — y) folgt

sin(x + h) — sin(z)

sin’(x) = lim

h—0 h
2 Lh -sin(ih
iy 208 (3h+ ) -sin(5h)
h—0 h
1 sin(ih
= limcos| -h+x|-lim (2 )
h—0 2 h—0 %
————
—COS T 4)1
= cos .

cos’(z) = —sin(x) folgt analog.

Satz 1.9 (Ableitungsregeln). Fiir die Ableitungen gelten folgende Rechenregeln. Seien f,g: D —
R differenzierbar.

1. Lineare Kombinationen af + B¢ ist differenzierbar mit

(af +Bg) () = af'(x) + By (z).
a, B €R

2. Produktregel

3. Quotientenregel

g(w) #0

Satz 1.10 (Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion). Sei f: D — B C R stetige invertierbare
Funktion mit Inverser

f1:B—D.
Ist f in zg € D differenzierbar mit f’(x) # 0. Dann ist f~! in yo = f(x¢) differenzierbar mit

(ffl)/ (yo) = Yo = f(xo).

f'(wo)

Satz 1.11 (Kettenregel). Seien f: D; — R, g: D, — R stetige Funktionen. f € zy € Dy
differenzierbar, g € yo = f(zo) € D, differenzierbar. Dann ist (g o f) : Dy — R differenzierbar in
xo und es gilt die Kettenregel

(9o f) (xo) = g'(f(x0)) - f'(wo)-

Beispiel 1.12. Fiir z > 0

d
21 B
dx (Inz) x
Inz auf ]0, co[ ist stetig differenzierbar.
1 1 1
1 ! = = — = —,
1 (y) (ez)/ er y
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y=e"
Trick: y = v¥, u = u(x),v = v(x)

Iny=vlnu
]' / ! ! !/ 1 I
—y =v'lnu+v-ln4v-(Inw) =v'Inu+v—u

u

1
= ¢y =y(v'Inu+v—u')
u

1
= () ='W hutov-—u)=u" -Inu-v +u'"t v,
u

_ (932-1-2)- Y (x—1)3e" o

(w+5)3 _g(x)
Iny=In(z?+2)+ 3(z — 1) +z — 3In(z + 5)



