1. INTEGRATION

1 Integration

Es sei f: [a,b] — R eine Funktion. Ziel: Fliche unter dem Graphen berechnen.

1.1 Riemannintegral

Definition 1.1 (Zerlegungen). Eine endliche Zerlegung Z von einem (beschrinkten) Intervall
[a,b] ist eine endliche Folge z = (zg,21,...,2y) mit 29 = a < 1 < ... < x, = b. T}
heiflen Teilungs- oder Stiitzpunkte. Die Intervalle I = [xp_1, k] heifen Teilintervalle. h :=
maxXg—1.n |tk — Tx—1] heilft Feinheit der Zerlegung.

Eine Zerlegung mit |z — xx—1| = h VEk heift dquidistant.

Z(a,b) = Menge aller Zerlegungen des Intervalls [a, b]

Definition 1.2 (Ober- und Untersumme). Sei f: [a,b] — R beschrinkt, d.h. IM € R, s.d.
[f(x)] < M Vx € [a,b].

Die Riemannsche Ober- / Untersummen sind

n

Sz(f) = Z sup f(z) - (zk — Tp—1).

=1 €l
bzw.
n
S(f) =) inf f(2)- (wx = 2pa).
Bemerkung 1.3. Eine Verfeinerung der Zerlegung Z ist eine Zerlegung Z"” = (af,...,z!, s.d.
Toy...,Ty) C (xF,...,2",) und B < h. Zu Zerlegungen Z = (zg,...,x,) und Z' = ((,...,2",
0 n gung 0 n

gibt es eine gemeinsame Verfeinerung 2"/

(Toy -y @n) C (TG, imn)

(Ia, e ,IE;,L/) C (I'g, N ,I’,/r://)

und A" < min{h, h'}
Bemerkung 1.4. Seien 7, Z, Zerlegungen und Z; feiner als Z5 ist, dann gilt

inf{f(z) | ¥ € [a,]} - (b—a) < Sy, () < Sz, (f) < 52,(f) < Sz,(f) <sup{f(2) |z € [a,b]} - (b—a).

Definition 1.5 (Ober-/Unterintegral). Das Ober- / Unterintegral von f sind definiert durch

b
/ f(x)dz == inf{Sz(f) |z € Z(a,b)}.

bzw.

/ f(x)dx :=sup{S,(f) |z € Z(a,b)}.

Lemma 1.6. Sei f: [a,b] — R beschrinkt. Dann ex. fiir f das Ober- und Unterintegral und fiir
jede Folge von Zerlegungen z, € Z(a,b), n € N mit h,, —— 0 gilt

b b
lim S :/ f(@x)dr < [ dr = lim f(x)S,,.

n—oQ n—oo

Beweis. Rannacher. O
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Definition 1.7 (Riemann-Integral). Sind Ober- und Unterintegral fiir eine beschrinkte Funktion
f: [a,b] = R gleich, so heifit der gemeinsame Wert das (bestimmte) Riemann-Integral fur f iber
I =a,b

/abf(a:)dx:/abf(a:)dx:/abf(x)dx.

Die Funktion f heifst Riemann-integrierbar.

Satz 1.8 (Riemannsches Integrabilitdtskriterium). Eine beschrinkte Funktion f: [a,b] — R ist
genau dann auf I = [a, b] integrierbar, falls Ve > 0 3 Zerlegung z € Z(a,b), s.d. |Sz(f)—S,(f)| <
€.

Beweis. ohne Beweis.

Definition 1.9 (Riemann-Summen). Sei z = (zg, 21, . . ., Zy) eine Zerlegung von [a, b] und z;_; <

RSz(f) = f(&) (@i — wi1),

k=1

n

heifst eine Riemann-Summe von f.

yl\
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a = xo Ti—1 Ti€; Titl b=x,L

Abbildung 1: Riemannsche Summen

Satz 1.10. Eine beschriankte Funktion f: I = [a,b] — R ist genau dann R-integrierbar wenn V
Folgen z,, € Z(a,b) mit h, 272 0 alle zugehorigen R.-Summen zu dem selben Limes konver-

gieren.

b
RS., (1) "2 [ fla)da.

Beweis. ,, = ": Sei f R.-integrierbar. Sei z € Z(a,b) mit Feinheit h. Dann

Sz(f) < RSz(f) <Sz(f).
——
VE=(§1,--8n)

Aus der Konvergenz |S,(f) — Sz(f)| = 0, n — oo > pg oo, fj f(x)dz.

, <" Seien alle R.-Summen konvergent gegen denselben Limes. Sei z € Z(a,b), € > 0 beliebig.
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Offenbar 3 R.-S. RS, (f), RSz(f) s.d. RS,(f) — e < S,(f) und Sz(f) < RSz(f) +e.

Dann

RS,(f) —e<S8z(f)<Sz(f) < RSz(f) e

—— ——
u)fb f(z)dz h;o>f: f(z)dz
Wegen € beliebig folgt:
= h—0
EF Sz(f)] == o.

Satz 1.11. Eine stetige Funktion f: I = [a,b] — R ist Riemann-integrierbar.

Beweis. I = [a,b] kompakt = f auch gleichméiRig stetig = Ve > 0, 3§, > 0, s.d. Va,2’ € I mit
|z — 2’| < 6 gilt |f(z) — f(2)] <e.

Sei Z € Z(a,b) mit Feinheit h < ., dann

1Sz (f) SZ él}ﬁkf _zlngkf( )| (T — Tp—1)
<e
<€y (xx—ap_1) =€(b—a).
k=1

= [Sz(f) = S4(f)| = 0,h—0
= f Riemann-integrierbar. O

Satz 1.12. Eine beschrénkte monotone Funktion f: I = [a,b] — R ist Riemann-integrierbar.

Beweis. Sei f monoton steigend. Dann gilt f(a) < f(z) < f(b), z € I.
Sei Z € Z(a,b) mit h.

? ( Z LL’k — Th— 1 (.%‘k) xk 1 Z xk 1)) h(f(b) _f(a))
k=1

k=1

Sei € > 0, dann wihle he := 57750 (f(b) # f(a), sonst trivial). Dann gilt fiir h < h,

Beispiel 1.13. Nicht alle beschriankte Funktionen f: I — R sind R.-integrierbar, z.B.:

_J0 €@
f(x)_{l reR\Q’
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1.2 Eigenschaften des Riemann-Integrals

Satz 1.14 (Additivitdt). 1. Eine (beschr.) R.-integrierbare Funktion f: [a,b] — R ist auch
iiber jedem Teilintervall [a’,b'] C [a,b] R.-integrierbar. Insb. gilt fiir ¢ € (a, b):

/abf(x)dx = /acf(x)dx + /bc fl)dz (%),

2. Ist eine (beschr.) Funktion f: [a,b] — R fiir ein ¢ € (a, b) {iber [a, ] und [c, b] R.-integrierbar,
dann ist f iiber [a, b] integrierbar und es gilt (x).

Beweis. ohne Beweis.

Korrolar 1.15. Eine beschriankte Funktion f: I = [a,b] — R, welche beziiglich einer Zerlegung
Z = (xg,...,x,) von I stiickweise stetig ist oder stiickweise monoton ist, ist iber I Riemann-
integrierbar und es gilt

b n Tk
/a f(x)dz§/ f(x)da.

Tk—1




