Beispiel 0.1.
fl@) =19, e

auf I = [0,1] ist f(z) R.-integrierbar. Auf I hat f(z) eine Unstetigkeit bei x = 0.

{sin; x#0

Sei € > 0 beliebig. Dann 3§ € [0, 1], s.d.
1
sup |f(z)]-d < —e.
2€[0,1] 4

Auf [0,1]f(x) stetig und R.-integrierbar. Dann ex. eine Zerlegung Zs € Z(, 1), s.d.

[S25(f) = S5, ()| < %

Erginze Zs; um das Intervall [0,d] = Z € Z(0,1). Und es gilt
1S2(f) = Sz(F < 1S2,(f) = Sz, (/)| +2 sup |f(x)]-d <e.

z€10,4]

Satz 0.2 (Linearitdt). Seien f,g: I = [a,b] — R (beschrinkt) R.-integrierbar. Dann ist af + g,
a, 8 € R iiber I R.-integrierbar und es gilt

/ab(aerBg x*a/f derﬂ/

Beweis. Es ex. RSz (f) und RSz(g) s.d.
b
lim RSy (f) = / F(2)dx
h—0 a

b
lim RSz (g) :/ g(z)dz.
h—0 a
0.B.d.A. Z und &, sind gleich fiir f und g. Damit folgt
RSz(af +ag) == RSz(af) + RSz(Bg) = aRSz(f) + BRSz(9)
/ f(z dm—i—ﬁ/ Ydz = a lim RSz(f) + 8 lim RSz(g)
h—0 h—0
= lim (a - RSz(f)) + lim (5 - RSz(g))
h—0 h—0
= lim RSz(af) + lim RSz (5g)
= lim RSZ(Oéf + Bg)
h—0

b
- / (af + By)(x)dx

O

Satz 0.3 (Monotonie des Riemann-Integrals). Seien f,g: I = [a,b] — R (beschrinkte) R.-
integrierbare Funktionen mit g(z) > f(x) Vz € [a, b]. Dann gilt

/abg(x)dx > /ab flx)dx

Beweis. Es gilt fiir Zerlegung Z und & € I :

RS (f Zf &) (e — Tp—1 SZ (&k)(zk — xKp—1) = RSZz(g).
k=1

Fiir h — 0 folgt die Behauptung.



Korrolar 0.4. Sei f: [a,b] — R (beschr.) R.-integrierbare Funktion, m < f(z) < M. Dann gilt

b
m(b— a) < / F(@)dz < M(b— a).

Beweis. g=1 = f; ldx = (b — a) Damit folgt

b Satz 0.9 b
mb—a)= [ m-dz< f(m)dacg/ Mdx = M((b— a).

a a

Korrolar 0.5. Seien f,g: I — R zwei beschr. R.-integrierbare Funktionen. Dann gilt

(a) ft :=max{f,0} und f_ :=min{f,0} sind R.-integrierbar

< / ' @)l

(b) |f| ist R.-integrierbar und es gilt

x)dx

(c) ¥p € [1,00) ist |f|? R.-integrierbar

(d) f- g ist R.-integrierbar.

Beweis. (a) Z € Z(a,b).

0
0

h—0 h—0

Falls [Sz(f) = Sz(f)l == 0 = |Sz(f+) — Sz(f+)| — 0 = Beh.

(b) |f] = f+ — f,Lingtéﬁﬁ R.-integrierbar. f < |f|,—f < ‘fﬂ\"‘momme )z < f f(2)de —>
2 F)da] < [217()da

linear |f|

(c) Sei M =sup,cp,y |f| = 77 integrierbar. 0 < % <1 = zZg.: |f|P integr. fiir 0 < f < 1.
Sei 0 <z <y < 1. Aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung folgt
Y —al =p &y -2
= |y’ = Jo[” =p- 1P Iyl = |2]) < p(|yl = |2]) -
Fir Z € Z(0,1) gilt
Sz(IfIF) =S5 (IfIP) <p(Sz(If) = Sz(I£])) -

h—0 h—0

—0 = ——0

d) fr9=5((f+9)?*—=(f—9)?) undc).

Bemerkung 0.6. Im Allgemeinen ist

/ ' fa)ge)da £ ( / b f(:v)d:r> ( / bg(m)dx> .




Korrolar 0.7 (Definitheit des R.-Integrals). Sei f: I = [a,b] — R eine stetige Funktion mit
f(z) >0, z € [a,b]. Dann gilt

b
/ flx)de =0 = f=0.

Beweis. durch Kontraposition. Sei f # 0, d.h. 3z € [a,b] mit f(zg) > O.fS:tegigEIIE = [x0, To + €] oder
I :=[xo — €,20], s.d. f(x) >d>0Vx € L.

Sei Z € Z(a,b) mit h klein genug, s.d. fiir ein k I}, C I.. Dann gilt

0<d(xp —xp—1) < léljf f@)(zr — 1) < Sy(f / f(z)dz.
z€l)

Definition 0.8. Sei a < b Dann ist

/ba f(z)dzx = —/ab f(z)dx
G

Satz 0.9 (1. Mittelwertsatz). Sei f: I = [a,b] — R stetig, g: I — R R.-integrierbar. g habe in I
keinen Vorzeichenwechsel. Dann 3¢ € [a, b] s.d. gilt

/ ' fag(a)dz = £ / " ().

Beweis. Sei g > 0 (0.B.d.A.). f stetig = Im = minges f(z), M = max,es f(x). Dann folgt

/ dx</f dng/abg(z)dx

Betrachte p(t) := (m(1 —1t) + M - t) fabg(:r)dx, t €[0,1]. Nach ZWS 30 € [0, 1], s.d.

Korrolar 0.10. Sei f: I — R stetig.

b
L ¥el sd [ flx)de = f(&)(b—a)
2. Sei f: [a,b] — R stetig mit m < f(z) < M.z € I. Sei g: I — R R.-integrierbar mit g > 0.

Dann gilt
b
/ dx</ fz deM/ g(x)dx




Bemerkung 0.11. Voraussetzungen sind unverzichtbar!

Stetigkeit: f(z) = {2 (1) i o i ; unstetig.
ST
B Jo oo<e<1 g7
f(f)(b—a)—f(&)-z—{2 esy 1= s

aber

2
§~/0 glx)de=€¢-0=0 VEe]0,2].

0.1 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Satz 0.12 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Es sei a < b, f: [a,b] — R stetig.

(a) Die Funktion Fy: [a,b] — R definiert durch Fy(z) := [ f(t)dt ist stetig differenzierbar auf
[a, b] und
Fy(x) = f(z) =z €lab] (+).

Jede Funktion F' € C([a,b],R) welche (x) erfiillt, heifit Stammfunktion von f.

(b) Jede Stammfunktion F' von f hat die Form
F(z) = C’+/ ft)dt = C + Fy(z).

(c) Ist F eine Stammfunktion von f, dann gilt

/b f(t)dt = F(b) — F(a) d.h. insb. /b F'(t)dt = F(b) — F(a) VF € C"([a,b],R).

Beweis. (a) Fir h # 0, z € [a, D]

x — Fy(x z+h v a+h 1. steti
oz +h) Fo()_;L( / F(t)dt - / f(t)dt>—1 / Flt)de S gy n L gy

h h ~ h h—0

e B = Fo(x+h})l—F0(x) _ o),

(b) Sei F eine Stammfunktion ovn f, dann gilt (F — Fy) = f— f = YELI Fy = konstant =
C = F=Fy+Cfiirein C € R.

() F(b) — F(a) 2 Fy(b) — Fola) = [* f(t)dt

b b
Bemerkung 0.13. 1. F(b) — F(a) =: F(x)‘ — ff F'(t)dt = F(z)

Man bezeichnet eine Stammfunktion auch als unbestimmtes Integral

F(x):/f(x)dx

(math. nicht korrekte Bezeichnung)



