Analysis II: Ubungsblatt 10 Leon Burgard, Christian Merten

Aufgabe Al A2 A3 A4 >

Punkte

Aufgabe 1. (a) Beh.: T(t) = (Tp — T,)e* + T, 16st das gegebene AWP.

Beweis. Lose zundchst homogene DGL durch Trennung der Variablen:
ar _
dt

Mit der partikuléir Lésung T; = T, (T). = 0 = kT, — kT,), folgt: T'(t) = Ae** +T,. Mit T(0) = Ty

folgt A =Ty — T, also insgesamt

dT
KT = T:imlt = T, = Ae**.

T(t) = (Ty — To)ert + T,.

O
(b) Beh.: Es dauert 60 Zeiteinheiten.
Beweis. Mit k := —1121—02 folgt
In2 1 1
T(QO):(T()*Ta)eXp 7%20 +T :i(T()*Ta)‘i’T :§(T0+Ta)
Mit Tp = 100 und T, = 20 folgt T'(20) = 60. Damit folgt nun direkt
In2
T(60) = (Ty — T,) exp (-30 : 60> +T,
= (Tp — T,) exp (—In (2%)) + T,
1
= (TO - Ta)g + Ta
1 7
— Ty + T,
§073
Mit Ty = 100 und T, = 20 folgt T(60) = 30. O
(c) Beh.: lim; o T'(t) = 20.
Beweis. Es gilt da k < 0:
. 1 _ kt _
tliglo T(t) = tlggo((To T,) € +T,) =T,.
t— o0 0
Mit T, = 20 aus (b) folgt die Behauptung. O
Aufgabe 2. Beh.: Falls yp = —1 ist y(t) = —1 Losung der AWA.
Beweis. Es gilt y(to) = —1 =yo und y/(t) = 0= —2¢(1 — 1)% = —2¢t(1 + y(¢))?, Vt € R. O

Beh.: Falls yg # —1 ist y(t) = — 5—5—1— — 1 Losung der AWA.

T2 g2
to—t T TH+yo

Beweis. Falls y # —1: Trennung der Variablen:
dy

o =20+ y)?
q iyy)2 = —2tdt
= [t [
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Damit folgt

1
O —
y() t%_t2+141rc

Durch Einsetzen der Anfangsbedingung folgt

ylto) =-1—-c—1=yo = c=-2-1yp

Insgesamt folgt also

1
yt) = —5——7— — L.
32— 12— T

Dies ist wohldefiniert da yo # —1. Da 1 # 0 folgt y(t) # —1 Vt € R, d.h. keine weitere Fallunterschei-
dung notwendig und y(¢) Losung der AWA.

Aufgabe 3. (a) Beh.: Das gegebene AWP hat eine Losung y: [0, 0] — R.

Beweis. Es ist f(t,y) = auf R x R stetig. Bestimme

_1
1+]y]

M = t,y)| > 0.
(f,ﬁ,l?é%‘f( Y|

Wihle o :== b > 0 und B := 2aM. Dann ist f insbesondere auf
D={(t,y) e RxR[[t| <]y —yol < B}

O

stetig. Dann ex. nach dem Satz von Peano auf dem Intervall [t — Tt + T] eine Losung der

AWA mit
T = min {a, ]\i} = min{a,2a} = a =1b.

Mit tg = 0 existiert also inbesondere eine Losung y(¢) auf [0+ b] C [T, T].

Beh.: Diese Losung y ist fiir festes yo € R eindeutig.

Beweis. Nach VL g.z.z., dass f(t,y) Lipschitz-stetig beziiglich y ist. Seien dazu z,y € R. Dann

ist
1 1
T+]z] 14y
:‘ ly| — || ’
(L+ [z[)(1+ [yl)
|z — y|
T 1 |zl A+ [yl 2yl
<1-fz—yl

Lﬂnx>f@4»'

Mit L :=1 folgt die Behauptung.

Sei nun zusétzlich v: [0,b] — R Losung der AWA mit v(0) = vp.
Beh.:
ly(t) —v(t)] < €'lyo —vol Yt €[0,8].
Beweis. Definiere
w(t) = [y(t) —v(t)]-
Da y und v die AWA I6sen, erfiillen sie die Integralgleichung. Damit folgt

w(t) - m—w+[j@w@ﬂs—[f@MﬂNS
< 0ol + [ 17(s.(6) = s w(s))] s
(b) ¢
= o= vol + [ Iu(s) = o(5)]ds

t
= |yo — vol +/ w(s)ds
to

Lemma v. Gronwall et
e’ "lyo — vol-

Mit tg = 0 folgt die Behauptung.
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Aufgabe 4.

(a) Beh.: Es ex. unendlich viele Losungen fiir diese AWA.

Beweis. Die Funktion y(t) = (t — to)3 16st die AWA mit y(¢p) = 0. Denn

wlo
o

V(1) =3(t —t0)? = 3(t — t0)*¥5 =3 ((t —t0)*)® =3(y(t))> (»).

Da I C R abgeschlossenes Intervall mit 0 € I, ex. a,b € Rmit a < 0, b > 0, s.d. I = [a,b)].
Definiere nun

yd(t) =

0 a<t<d
(t—d)® sonst '

gz.z.:Vd € Rmit 0 < d < bist y4(t) eine Losung der AWA.
Es gilt ya(to) = y4(0) = 0. Weiter ist mit fiir ¢ # d:

,(t)_{O:?)(y(t))g a<t<d

sonst

w
—~
<
—~

~+
~—
N

[MIN)

Fiir t = d gilt

Also gilt fiir t € I+ y/,(t) = 3(ya(t))3. Damit 16st ya(t) die AWA. O
(b) Beh.: f(t,y) == 3y3 ist nicht Lipschitz-stetig.
Beweis. Sei L > 0 beliebig. Dann wéhle x = 0 und y < (%)3 Dann folgt

£(@) = F)] = |34

lyl
L
3i
> 35|
= Lly|.

O

Die Lipschitz-stetigkeit von f beziiglich y ist Voraussetzung fiir den Eindeutigkeitssatz aus der
VL.

(c) siehe (a).



