Analysis II: Ubungsblatt 11 Leon Burgard, Christian Merten

Aufgabe Al A2 A3 A4 >

Punkte

Aufgabe 1. (a) Beh.: Das AWP (x) hat eine globale definierte Losung u.
Beweis. Da [ stetig existiert nach Peano eine lokale Losung y(t) auf I := [to, to + T]. Es ist also
¢
vt =m+ [ Fylo)ds viel
to

Damit folgt Vt € I:

t
ly®)l < lyoll + / 1 (s, y(s)) ds
f linear beschriinkt t
< lvoll + / (a(s)u(s)] + B(s)) ds

- lyoll + / a(s)[y(s)] ds + / B(s) ds

Da I kompaktes Intervall, nehmen «(s) und §(s) ihr Maximum an. Damit folgt

N

t
L@l < 9ol + Ctma / 19(5) | ds + ona(t — o)

t<T t
< o]l + Cmas / ly(s)l| ds + BT
to

Damit folgt mit dem Lemma von Gronwall

ly@)l < emexE10) (llyo || + TBimaa)
=:p(t)
< p(t).
Da p(t) stetig folgt globale Fortsetzbarkeit von y(t). O

(b) Beh.: f; ist linear beschrénkt.

Beweis. Aus der Taylorreihe von sin(¢) folgt |sin(¢)| < |¢|. Auferdem ist \/|z| < |2| + 1. Damit
folgt direkt
fi(ts (@1, 22))] < [tl]21|2 + | sin(t)]|as]

< [t (Jza] + 1) + [t |22
< (2l + |=2f) + 2J¢]

- —

—a() —h®
= a(t) + [[zfly + B(D).

A

Beh.: f5 ist linear beschrinkt.

Beweis. Es gilt

| fat, (21, 22))] < e 1ot] 4 |2y

1+ 22

1
] 1

1+ |21

1 .
Lo+ 1=l
=:6(t) =:a(t)

a(t)|[=]l + B(t).

IAINA
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Aufgabe 2. Beh.: Das Taylorpolynom 4-ter Ordnung ist gegeben als

1 1
Ti(u,t,tg =0) =t — 2+ t* — <t

Beweis. u ist Losung des AWP, d.h. es gilt
u’(t) = —sin(u(t)) — 2u'(t), t>0
Damit folgt

u® () = — cos(u(t)u'(t) — 2u"(t)
u® (1) = sin(u(t))u (£)? — cos(u(t))u” (t) — 2u® (1)

Mit «(0) = 0 und «’(0) = 1 folgt

u®(0) =3
u®(0) = —4

Insgesamt folgt dann

u’(0) p  u(0) 5 uP(t)
Ty(u,t) = u(0) +u' (0)t + 5 2+ T 3+ 1 t4
1 1
=t—t34+ -t — —th.
+ 2 6
O
Aufgabe 3. Beh.: Die Matrix A(t) ist gegeben als
1—t¢ 1
Alt) = <2t—t2 t—1>'
Beweis. Durch Nachrechnen folgt
o1 = tP—t4+1 -t
B —t? t+1)"
Mit ¢'(t) = A(t)é(t) folgt also
a1 (1 1 —t+1 -t [(1-—t 1
Alt) = #'(0)¢ (t)_(2t 2t1)( —t? t+1>_<2tt2 tl)'
O

Beh.: Die Losung wu(t) ist gegeben als

t+1 12+t
U<t):< 2>+(12 3>~
t 63+ 3¢2

Beweis. Nach VL gilt fiir die partikulire Losung mit u,(tg = 0) = (0,0)T und b(t) = (1,¢)7:

w(t) = o(2) ( /0 ot ds + <8> >
¢>(t)/0t <1;S) ds
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Mit der Anfangsbedingung u(0) = (1,0)7 folgt

wy=ei ("5 ) v (p ) Fm

- () () () 0

c1 = 0 also insgesamt

t+1 142 4 ¢
2 3%+ 5t?
O

Aufgabe 4. (a) Beh.: Bedingung (xx) fiir die eindeutige Losbarkeit von (RWP-2.0rd) ist dquivalent
zur Bedingung (), wenn (RWP-2.0rd.) als System 1. Ordnung umformuliert wird.

Beweis. Es sei ein RWP-2.0rd. wie beschrieben gegeben. Definiere y; (¢) := u(t) und y2(t) =
¥4 (t). Dann mit

_ [ o1 (0 0
Ba<0 0> und Bb(ﬁo 51)

als dquivalente Randwertbedingung

Bay(a) + Byy(b) = g = (ZT) :

Sei nun {y, z} ein beliebiges Fundamentalsystem der homogenen Gleichung mit ¢(a) = I. Dann
gilt y1(a) = z2(a) = 1 und y2(a) = z1(a) = 0. Damit folgt mit

_ ao o
A= (ﬂoyl(b) + Bry2(b)  Bozi(b) + 5122(17))

die zu (xx) dquivalente Bedingung det(A) # 0.
Damit g.z.z. A = B, + Byo(b).

Ba + By(b) = <§ Cff) + (/?0 501> <Z;EZ§ ZEZD

- (ﬁoyl(b) _:ﬁlyQ(b) Boz1(b) ‘:5122@)) =4

O

(b) Hier gilt in Analogie zu (a) fiir (i) bis (iii): g = 1, &y = 0, o = 1 und By = 0. Sei auferdem
uy = sin(t) und us = cos(t).

(i)

(i)

(iii)

Beh.: Es existiert eine eindeutige Losung.

Beweis. Mit
det (O 1) =120
“\1 0)7

und (a) folgt die Behauptung. O
Beh.: Es existiert keine Losung.

Beweis. Das Kriterium aus (a) liefert

0 1
det <0 _1> = 0.

Ang. es ex. eine Losung u(t) des RWP. Dann hat diese die Form u(t) = ¢; sin(t) 4 ¢5 cos(t).
Es gilt weiter u(0) =0 = co = —1, aberu(m) =0 = cx =1 4. O

Beh.: Es existieren unendlich viele Losungen.

Beweis. Das Kriterium aus (a) liefert

0 1
det (O _1> =0.

Z.z.:¥c1 € Rist u(t) = cp sin(t) + 1 eine Losung des RWP. Es ist «(0) = u(m) = 1 und w(t)
ist mit ¢; und ¢y = 0 Losung des RWP. O]



