Analysis II: Ubungsblatt 8 Leon Burgard, Christian Merten

Aufgabe Al A2 A3 A4 A5 >

Punkte

Aufgabe 1. (a) Beh.: Fiir 2 = (z1,...,2,)7 € R", n > 1, v € Ny gilt

.ra
(14 ...+ x) =0 Z o

lee|=v

Beweis. Induktion iber n. ILA.: n = 1 trivial.

Sei n € N beliebig und Beh. gezeigt fiir n — 1. Dann gilt fiir x € R” und v € Ny mit & =

(2. .., mp)T € RPL:
(x1+x2... +ap)" = (x1+ (x2+ ...+ )"
in. Form a v . v—
Bin. Formel Z (k>x]1‘(gc2—|—+mn) k
k=0
LV. - z“
= Z (v — k) Z o
k=0 la|=v—k
B i v! (v —k)! Z zoxh
B (v —k)! ' alk!
k=0 la|=v—Fk
v sk
B Ty
S S
k=0 |a|=v—k
J;OL
|a|=v
O
(b) Beh.: Es ist mit h = (hq, ha, h3)T € R3:
1
Tzf(:ﬁ+h) =—¢ (1—h1 —h2—h3+2h§+h1h2+h1h3>~
Beweis. Mit & = (—1,—1,0)7 folgt der Gradient von f bei & direkt
e "2 — gze” "t e
Vi) = | —wme | = V@) = e
e " e
Die Hessematrix von f ist gegeben als
rze” ¥ —eT*2  —e™™1 0 —e —e
Hi(z)=| —e ™ ze™™ 0 = Hy(g)=|—-e —e 0
—e M 0 0 —-e 0 O
Damit folgt direkt
. . . 1 "
T (3 h) = f(2) + (VF(@), Bz + 5 (Hy(@)h, )y
1
= —e+ ehy + ehy + ehz — §eh§ — ehi1hy — ehihs
1
= —e <1—h1 —hg—h3+2h%+h1h2+h1h3>.
O

Aufgabe 2. Beh.: f: R? = R, f(z,y) = (422 + y?) exp(—2? — 4y?) hat zwei strikte lokale Maxima
bei P, = (1,0)” und P, = (—1,0)” und ein striktes lokales Minimum bei P3 = (0,0)7.
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Beweis. Der Gradient ergibt sich als

8z — 823 — 2y%x
Vf(xa y) = <2y _ 323321/ _y8y3> exp(—x2 - 4y2)‘

Daraus folgen die notwendigen Bedingungen
8z — 823 — 2y%x =0 (1)
2y — 322%y — 8y = 0. (2)
Aus (1) folgt

1
8x — 82 — 2y%r = (8 — 8z% —2y*) =0 = J:zOVx2=1—iy2.

Fiir z = 0 folgt aus (2):

3 2 _ o2 _ _ . !
2y —8y” = y(2—-8y°’) = y=0Vv2=_8y zy—O\/y—ii.

Damit folgen P3 = (0,0)7, Py = (0, %)T und P5 = (0, _%)T-

Fiir 2 = 1 — 142 folgt aus (2):
Lo 3

Damit folgt fiir z mit « = 1 — 1y 2 = £1. Also P, = (1,0)” und P, = (—1,0)7.
Die Hessematrix von f folgt direkt als

B o ooy (162t + 4yPa? — 4027 — 2% 48 —68zy + 6423y + 16213
Hy(z) = exp(=2” —4y") ( —68zy + 6423y + 162y> 2 — 3222 — 40y? + 2562%y% + 64y* ) -

Dann folgt durch Ablesen der Eigenwerte

<_16 _%0> negativ definit = P; striktes lokales Min.
1

Hy(Py) = Hp(=1,0) = - < 0 —%O) negativ definit = P, striktes lokales Min.

8

0

H¢(Ps) = Hf(0,0) = ( ) positiv definit = P striktes lokales Max.
7

Hy(Py) = Hy (07 ;) =

Hy(P5) = Hy ( —;) =

Das zeigt die Behauptung. O
Aufgabe 3. Beh.: Das Gleichungssystem

. T
Y1 +sin(y1y2) = yizr + 1+ 3

cos(y1) = z2 + yo.

ist in einer Umgebung von (29, 29,4?,49)" = (0,-1,%,1)" € R* durch differenzierbare Funktionen

gi: R? — R mit

Y1 = 91($1,$2)
Yo = g2($1,$2)

eindeutig aufgeldst werden kann.



Analysis II: Ubungsblatt 8 Leon Burgard, Christian Merten

Beweis. Das Gleichungssystem ist darstellbar als

y1 +sin(y1y2) =y +1+ 3 . 0=y1 +sin(y1y2) —y1z1 —1 -3
cos(y1) =T2+ Y2 0=cos(y1) — x2 — Y2

Mit o = (21,22)T und y = (y1,y2)" definiere

_ (1 Fsin(yiy2) —pxr —1 -3
Flay) = ( cos(y1) — T2 — Y2 '

Damit folgt

~ (1+yacos(y1y2) — 1 y1cos(yr1y2) ~(-wn1 O

und
0,0y _ 1 0 0,0y _ _g 0

BB 8)-60)

Also D, F(2°,4°)~! = D, F(2°,4°). Weiter ist F(z,y) stetig partiell differenzierbar, da alle partiellen
Ableitungen stetig sind. Auferdem gilt F(2°,4°) = 0.

Es ist

Damit folgt mit dem SIF: Es ex. diff’bare Funktion g: R? — R2, fiir die in einer Umgebung von
(20,9°) gilt:

F(z,9(z)) =0 = y=g(x),
also das Gleichungssystem eindeutig auflost. Die Komponentenfunktionen g; und g von g zeigen die
Behauptung. O

)
Beh.: Jg(o,—1)=<2 _1>.

(ME]

Beweis. Es ist mit dem SIF:

740, ~1) = J,(a%) = Dyg(a®) = —(D, F(a®,5°)) " D, F(a°,y°)

Aufgabe 4. Beh.: Die Gleichung

In(3e + z) = €%z
ist in einer Umgebung von (eg,z0)” = (0,1)7 eindeutig nach = durch eine Abbildung = = g(e)
auflosbar.

Beweis. Definiere
F(e,x) = 2 — In(3€ + ).

Es gilt F(ep,2z0) = F(0,1) = —In(1) = 0. Auferdem ist

oF 1
D:Fle,z) = or - et

DIF(G(),LC()) =-1 — (DIF(E(hI'()))_l = —1.

Damit ex. nach dem SIF eine eindeutige Funktion g, die die gegebene Gleichung nach = auflost. [

Beh.: Das Taylor-Polynom 2. Ordnung von g im Punkt ¢y = 0 ist gegeben als
TY(eo +h) =1 — 3h + 16h*.
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Beweis. Es ist fiir F' aus der ersten Behauptung

ex — 3 op -9 9e_ 3
VF(E, Jf) = ( 62177 35-{—33) HF(ﬁ, Jf) _ o (35—?§)-x)2 (1:),6+I)2 .
€ 3etx € (Beta)? (Betx)?

Ausgewertet an (ep, z9) = (0,1) folgt

VF (€, o) = <:i1))) Hp (€, o) = (ilg _13> :

Durch implizites Differenzieren folgt

9/(60) = - (g(ﬁowo))_ %%(Go,xo) =—(-1)-(=3)=-3.

Es gilt mit F'(¢, g(¢)) = 0 und = = g(e):

dF OF OF OF
0= E(@Q(G)) = (8e t o 36> :

Angewendet auf % = 0 ergibt

0= i 8£ + 8£ 4
~dx \ e Ox
0? 0*F (82F 82Ff,> I 8£

0= e + 81;869 Oedx + 92 ox

f//~

Damit folgt

v\ (OF L (92F  _0*F , 0°F ,
') =~ (Gotcoa)) Gz + 255+ G

= —(-1)(11+2(-3)(~3) +1-9)
=32.

(e,r):(eo,mo)

Es ist F(eg,29) =0 = x0 = g(€o) = g(€p) = 1. Damit folgt

1
T29(60+h):1—3h+§-32h2:1—3h+16h2.

Aufgabe 5. Sei f: R?® — R stetig diff’bar und in einem Punkt 2% = (29,29, 23)7 € R? gelte

3
E aai (z°) # 0.
Weiter seien g;: R? — R eine lokale Auflssung der Gleichung
fxr, 2, 23) = f(°)
nach x;, i = 1,2,3. Beh.: Es gilt

891 892 893
8752( (2)7xg) ’ af%(x?,xg) ’ 8731(17(1)’95(2)) =-L

Beweis. Es gilt 2L 2L 21 - ( Definiere

Ox1’ Oxg’ Oxs
F(x1, 20, 23) = f(a1,z2,23) — f(2°).
F stetig diff’bar, da f stetig diff’bar und D, F(z) = D, f(z). Es gilt auferdem

f(z1, e, 23) = f(mo) < F(x1,x2,23) = 0.
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Also sind ¢; auch Auflésungen von F' nach z;. Fiir diese gilt nach SIF:
D$1x293(m?’$g) = _(stF(xo))ilDHflﬂhF(xo)'

analog fiir g; und go. Damit folgt

091 (0 0y — <8f(w°>>1 0f ()

25 L3

81‘2 81'1 612
992 (40 00— (91 L of ()
8%‘3 b3 81‘2 81‘3
095 (0 40y _ ((01*)) 7 04 (o)
81'1 b2 8x3 8;101 '
Insgesamt folgt damit
991 0 0y 992 0 0y 995 0 0
31,2( 2:T3) axg(xhx:s) 83:1( 1> T2)
C(OFE)\ T OSE0) (0f(0)\ T Of(°) [ 0f(°)\ T Of(wo)
o 8;101 8:02 8x2 8;103 axg axl
=—1.



