Analysis II: Ubungsblatt 9 Leon Burgard, Christian Merten

Aufgabe Al A2 A3 A4 >

Punkte

Aufgabe 1. Sei

x U Yz
filyl—lv]=x+22
z w xy

Dann ist die Umkehrfunktion g = f~! gegeben als

wv

wi%u
w u
g(ua v, w) = v
VU
w—+2u
Denn Vz,y, z € R gilt
T
9(f(z,y,2)) = g(yz, 2+ 2z,2y) = | y
z

Analog fiir f(g(u,v,w)) = (u,v,w)T.
Fiir die Jacobimatrizen folgt

2uv

0 z y —2 (11)$§u)2 w—1i-U2u (w+2u)?
D¢(z,y,z) =1 0 2 und  Dy(u,v,w) = 2 — 2gu 1
0 vw u vy
y x (w+2u)? w—2u (w+2u)?

Fiir den Punkt (z,y,2)T = (2,1,0) folgt f(2,1,0) = (0,2,2)T. Damit folgt

0 0 1 -2 1 0
Ds(2,1,0)=1[1 0 2 und Dy(0,2,2) =1 1 _% %
1 2 0 1 0 0
Damit folgt
0 0 1 -2 1 0 1 0 O
1 2 0 1 0 0 0 0 1

Also Df(2,1,0)~1 = Dy(0,2,2).
Aufgabe 2. Sei
Pi={(z,y,2)T €R* |z +y—2=1} und Z:={(z,y,2)7 €R?|2®+y? =1}.
Setze
R =Rz |23

3 9 c+y—z-—1
g.R HR,I'—)($2+y2_1>

Dann ist die Nebenbedingung dquivalent zu g(x) = 0. Minimiere nun f(x) unter g(x) = 0. Es gilt

11 -1 2
Jg(x):(2x 2% O) und Vf(z)= gg;

Es gilt Rg(J,(z)) = 2, also ist mit Lagrangeregel notwendige Bedingung fiir Minimum:

(@)X = Vf(3).
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Damit folgt das Gleichungssystem

r+y—z2—-1=0 (1)
2 +yP—-1=0 (2)
A1+ 220 =22 (3)
A1+ 2yAs =2y (4)
-\ =2z (5)

Sei zunéchst x # y. Ziehe (4) von (3) ab. Damit folgt
E—-—y)=r—y = =1
Aus (5) folgt direkt Ay = —2z. Damit folgt mit (3):
—2z+2x=2x = —22=0 = z=0.
Eingesetzt in (1) und in (2) ergibt das

shy-1=0 = a=1-y 2 192+ 1=0 = yly-1)=0 = 5 =0Ap =1

Damit ergeben sich z; = 1 —y; = 1lund 75 = 1 —yo = 0, also P, = (1,0,0) und P, = (0,1,0)T. Hier
gilt f(P1) =P[5 =1und f(P) =Pl =1

Falls nun 2 = y. Dann folgt aus (2) direkt x = i% und damit mit (1) z = i% — 1. Allerdings ist

dann bereits f(:l:%, :I:%, :I:% —1) > 1, d.h. dies kann kein Minimum sein.
Es bleiben also P, und P,. Da f(P;) = f(P2) sind beide Minima.

Aufgabe 3. Definiere

f(x): R® = R,z v 227 + 2103 + 223 + xows + 322 + 321 — 829 + 223

—1 + 319 — 22° — 7)

. o3 2
g(@): RY = R, 2 (—3x1+2z2—x3—2

Damit ist das gegebene Optimierungsproblem dquivalent zu der Minimierung von f unter g(z) = 0.

Mit
4 0 2 -3
Q=10 4 1 und c:=1 8
2 1 6 -2
folgt
1
flx)= §xTQx — .
Mit
-1 3 -2 7
A= <_3 9 _1) und b:= <2)
folgt
g(z) = Az —b.
Es ist Vz € R?
1
f(z) = ixTQx — 'z
1 n n
F D DETCEIN
i=1 i=1
1 n n n
S ST e
i=1 j=1 i=1
1 n n n
=5 Qu‘I%+ Z Qijriz; *Zcixi
i=1 i,j=1,i#j i=1
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Da @) symmetrisch, folgt Q;; = Q;;, also

af 1

o1, 2 2Qiixi +2)_ Qijrj | —c;

=1
= Z Qijzj — ¢
j=1
= (Qr)i — ¢
Insgesamt folgt
Vi()=Qzx—c.

Mit der Definition von g und A folgt auflerdem direkt J,(z) = A. Wegen Rg(A) = 2 folgt mit der
Lagrangeregel und die Bedingung fiir ein Minimum fiir A\ € R?:

AT N=Qx —¢
Az =b.

Lose zunachst Az = b:
-1 3 -2 7 -3 -1 -3 2 -7 |—1 + 1
20 - T -
-3 2 -1 2 + 0 -7 5 —19) [ —-=% —3 0

Damit folgt als Losungsmenge

= O
|

g~
N——

ot =

8 1 1 1
19 . £ )
L=1|%]+ Lin -3 =1 2 | +Lin 5
0 -1 -1 7
Also folgt fiir a € R:
1+a
=1 2+ 5a
—14+T7a
Setze jetzt in AT\ = Qx — ¢ ein:
54 18a
ATN=Qx —c= | -1+ 27a
49a
und l6se
-1 -3 -18 A1 5
3 2 =27 ]l =1]-1
-2 -1 -49 a 0
Kurze Rechnung ergibt a = 0. Damit folgt
1
T = 2
-1

Da f(1,2,—1) = —12 und fiir y = (2,7,6)7 € L ist f(y) = 242 > —12 folgt « = (1,2, —1)7 16st das
Minimierungsproblem.

Aufgabe 4. (a) Definiere:

x1 = v1(t)
xo = vy (t)
x3 = va(t)
Ty = vh(t)
w5 = vy (t)
xg = vy (t)
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Das gegebene Gleichungssystem l&sst sich dann so formulieren

g (t) — a(g(t) — bas(t)) = f(t)
() + bas(t) = g(t).

Dann folgt fiir das gegebene Gleichungssystem das dquivalente Gleichungssystem 1. Ordnung:

T2
g(t) — brs(t)

W) = det (;?L(fgt) 52(;()]5)) _ m%w(t) _ uz(t)%ul(t).

Damit folgt
d d d d d
EW(t) = E (U1dtU2> — E (UthU1)
AN (D) e (4 (A @
at ) \ar?) T e T e ) Ve ™) T " ae™

d2 d2
= U @UQ - UZ@“l

d d
= U | TP gt T QU2 T U2 Pt — gl

= _UlpEUQ — u1qu2 + UQpE”l + u2quy

= — uiu—uiu
= —Pp 1dt2 2dt1

= —pW(t).



