Lineare Algebra II: Ubungsblatt 10 Miriam Philipp, Dominik Daniel, Christian Merten

Aufgabe A36 A37 A38 A39 >

Punkte

Aufgabe 36. Seien

A= S Mg’g(R)

S = O
W~ N
N = O

und f4 die lineare Abbildung R? 25 R3.

Beh.: Die Darstellungsmatrix von A” f4: A°R? — A®R3 beziiglich der Basis B =

es3) ist gegeben als
-2 0 2

Mg(/\2fA)= 00 4

-1

Beweis. Berechne Bild der Basisvektoren unter /\2 fa:

N Faler Aez) = faler) A fales)
= ez A (2e1 + e2 + 3e3)
=2ea Neyp+ ez ANeg+ 3ex Aeg
= —2e1 Neg + 3ea Aes

Fiir restliche Basisvektoren analog
2
/\ fA(el A\ 63) = 2e9 N eg

2
/\ fA(GQ AN 63) = 261 N ea +4€1 A €3 — 162 AN €3.

(61 Neg,e1Nes,ea N\

Durch Ablesen der Koeffizienten folgt die Behauptung. O
Aufgabe 37. Seien R ein Ring und M ein R-Modul.
(a) Beh.: Ist M endlich erzeugt und frei, so ist M flach.
Beweis. Seien N, L R-Moduln und ¢: N — L ein injektiver R-Modul.hom.
M ist endlich erzeugt und frei. Fixiere Basis (z1,...,2,). Dann ist M = R™. D.h. es exi-

stieren R-Mod.iso. ®1: M g N — R" ®r N und ®: M ®Qr L — R™ ®gr L. Weiter ex. R.-
Mod.isomorphismen f1: R* @ g N — N"™ und fo: R" @ g L — L™ mit fi((r1,...,mn),2) =

(riz,...,ryx), analog fir fo.
Weiter definiere:
P N™ — L"
(N1, ymn) = (p(n1), ..., 0(ng)).
1 ist R-Modulhom. und injektiv, da ¢ injektiv ist. Definiere nun weiter

-1
U MopgN S R o NI N S n 2y ol 22 Meg L.

Beh.: ¥ ist injektiver R-Modul.hom. mit idy; ® ¢ = W.

¥ ist Verkniipfung von injektiven R-Modul.homomorphismen, also selbst injektiver R-Mod.hom.
Sei nun a ® b € M ®p N beliebig. Dann ist ex. r1,...,7, € R, s.d. a = E?:l r;x;. Damit folgt

D1(a®b) = (ry,.. 7‘") ®b
fil(re, .. rn) ®b) = (r1b,...,rb)
Y(rib,...,rb) = (rip(b ) - Tn@(b))
farp(b), - 7‘n<P( ) =(r1,... )® ¢(b)
3 ((r1,- ) @ (b)) = (a® SD( )

—
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Also folgt
U(a®b)=a® @)= (idy ®¢)(a®Db).

Also stimmen ¥ und idy; ® ¢ auf den Erzeugern {iberein, also gilt ¥ = idj; ® ¢. Damit ist auch
idys ® @ injektiv. O

Seien M flach, N flacher R-Modul und ¢: M — N injektiver R-Mod.hom.
Beh.: o ®@¢: M ®@r M — N ®pr N ist injektiv.

Beweis. Es gilt
pe=(dvop) o (pidy)
——
injektiv, da N flach injektiv, da M flach

Damit ist ¢ ® ¢ als Verkniipfung zweier injektiver R-Mod.homs. auch injektiv. O
Beh.: Z /27 als Z Modul ist nicht flach.

Beweis. Betrachte ¢: Z — Z, r — 2r. ¢ ist injektiver R-Modulhomomorphismus, aber
(p®idzz)(1®0T) =p(1) ®1=201=1®(2-1)=120=0.

1®1#0in Z ®g Z/27, denn mit B: Z x Z/2Z,(z,a) — z - a bilinear und 8(1,1) =1 # 0 ist
mit UT angewendet auf 5 und Z/2Z 1®1 # 0. Damit ist ker (¢ ®idz/2z) # {0}, also ¢ ®idz,az
nicht injektiv. O

Aufgabe 38. Seien R ein Ring und M ein e.e. freier R-Modul.

(a)

(b)

Seien N e.e. freier R-Modul und ¢: M — N injektiver R-Mod.hom.
Beh.: A¢: A*M — A N ist injektiv.

Beweis. Da M und N e.e. und frei ex. nach 35(a) und (b) eindeutige injektive R-Mod.homs.
f: /\2M—>M®RM und g: /\ZN—>N®RNmit flanb) =a®b—b® a, analog fiir g.

Definiere nun g: /\2 N — Bild(g). g ist damit surjektiv und injektiv, also R-Modul.iso., inbes.
ex. g~1: Bild(g) = A® N.
Definiere weiter

/\M—>M®RM pEP N®RN—>/\N
inj. nach 35(b) inj. nach 37(b) inj. nach 35(b

Z.z.: ¢ wohldefiniert, g.z.z. Bild((¢ ® ¢) o f) = Bild(g). Dazu seien a,b € M. Dann gilt

(p@)(fland) =(pp)la@b-bxa)
= (p(a) @ p(b) = ¢(b) © ¢(a))
= 9(p(a) A p(b)) € Bild(g)

Da Elemente der Form a A b /\2M erzeugen, folgt Behauptung. Damit ist ¢ als Verkettung
von injektiven R-Mod.homs, injektiver R-Mod.hom. Bleibt zu zeigen: ¢ = /\2 . Mit obiger
Rechnung folgt sofort

Y(anb) =g (¢ @ 9)flanb))
= éil(g(cp(a) A (b))
= ¢(a) Ap(b)

—/\ (a AD).

Da /\QM von Elementen der Form a A b erzeugt wird, folgt ¢ = /\2 . Da 9 injektiv als
Verkettung von injektiven R-Mod.homs, ist A” ¢ injektiv. O

Beh.: Fiir mq, ms € M sind folgende Aussagen dquivalent:
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(i) Die Familie (m,mg) ist linear unabhéngig.

(i) Aus r(my Amsg) =0in A M mit r € R folgt r = 0.
Beweis. (i) = (ii): Definiere
2
p:R— \'M
T r(my A ma).

Z.z.: p ist injektiv. Sei (e1, e2) die Standardbasis des R2. Definiere damit

2
OF R—>/\ R%* rr(er Aeg)
¥ R = M, (e;) =m; i=1,2.
Da {e; A e2} Basis von /\2 R?, ist e; A eg Lu. und damit ® injektiv. Weiter sind R? und M e.e.

und frei und ® injektiver R-Mod.hom. Mit (a) folgt damit, dass /\2 1 injektiv ist. Auferdem gilt
fiir r € R beliebig:

2

w) (@) = (N w)(r(er A e2))
— r(tb(er) Ab(ea))

=r(mi Ams)

= ¢(r).

(A

Damit gilt ¢ = /\2 1 o ® und damit ¢ injektiv, als Verkettung injektiver R-Mod.homs.

(i) = (i): Kontraposition. Seien (mq,mg) linear abhéngig. Dann ex. ein a € R mit m; = ama.
Damit folgt
1-(my Amsg) =1-(amg Amg) = a(mag Ams) =0,

aber 1 # 0 in R, da R # 0 nach Konvention der VL von Kapitel 9. O

(c) Beh.: Fiir Rang(M) = 2 und ¢ € Endr(M) sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) ¢ ist injektiv
(if) det(y) € R ist kein Nullteiler

Beweis. (i) = (ii): Da ¢ injektiv, ist A ¢ injektiv. Sei (1, ) Basis von M. Dann gilt

N o(@r A ws) = plan) A p(as) = det() (21 A ws) #0.

#0
Also gilt det(p) # 0. Sei nun r € R beliebig mit det(¢)r = 0. Dann betrachte

/\2<p(m‘1 Axg) = p(rzy) A p(z) = det(p)r(z Axzg) =0 =17 (det(p)x1 A x2) .
—_——

#0

Da (z1,z2) Basis sind auch det(yp)z; und x2 linear unabhéngig, d.h. mit (b) folgt r = 0.

(i) = (i): Sei m € M beliebig mit ¢(m) = 0 und (x1,z2) Basis von M. Ang.: m # 0. Dann
ex. a,b € R mit m = axy + bze mit a # 0V b # 0. O.E.: a # 0. Dann folgt

0 =p(m) A p(z2)
= det(p)(m A x2)
= det(p)(az1 + bxra) A x2
= det(p)(ar1 A x2)
= det(¢) - a(z1 A z2).

Da 1, 25 Lu., folgt mit (b), dass det(y) - a = 0. Da det () kein Nullteiler, folgt a # 0 . O
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Aufgabe 39. Seien N =Z, M =P

(a)

ienZ/2Zund f: N =M &M, g: N© M — M gegeben durch

f(n)=(2n,0) und g(n,(m,...,)) =@, m,...).

Beh.: Die Folge 0 - N ENSY ® M 2 M — 0 ist eine kurze exakte Folge von Z-Moduln.

Beweis. Offensichtlicherweise ist f injektiv und g surjektiv. Bleibt zu zeigen: ker g = im f.
»,C“ Seix € ker g. Dann ex. n, my,ma, ... € Zmit z = (n, (My,...)). Dag(z) = 0folgtm =71 =
... = 0. Damit ex. z € Z mit z = 2z. Also ist f(z) = (22,0) = (n,0) = (n, (M7,M3,...)) = .
Damit ist « € im f.

2% Sel € im f. Dann 3n € Z, s.d. f(n) = (2n,0) = x. Damit folgt g(z) = g(2n,0)
(2n,0,...) = (0,0,...) = 0. Also z € ker g.

oo

Beh.: Die Folge aus (a) zerféllt nicht.

Beweis. Ang.: Die Folge aus (a) zerféllt. Dann ex. ein Z-Untermodul T C N& M, s.d. g|r: T —
M Tsomorphismus ist. Wihle z := (1,0,...) € M. Da g|r surjektiv, ex. ein y € T, s.d. g(y) = .
Es ex. n,mq,... € Z mit y = (n, (M7, ...)). Wegen

9(y) =g(n,(m1,...)) = @, m1,...) =(1,0,...) ==

folgt n = 1 (mod n). Da T Z-Untermodul, ist auch 2y = (2n, (2m4,...)) = (2n,0) € T. Damit
folgt o .
g9(y) = g(2n,0) = (2n,0,...) = (0,0,...) = 0.

76’
Da n # 0 und Z nullteilerfrei, folgt y = (2n,0) # 0, folgt ker g|r # {0} 4. O



