Algebra I: Ubungsblatt 11 Lukas Nullmeier, Christian Merten

Aufgabe Al A2 A3 A4 >

Punkte

Aufgabe 1. (a) Esist L Zerfallungskorper von f iiber K, also L/K normal. Aufierdem ist f irredu-
zibel und f’ = nz"~! und char K {n also f’ # 0. Also f separabel. Also sind die Nullstellen von
f separabel und da L von den Nullstellen von f {iber K erzeugt, folgt L/K separabel, insgesamt
also galoissch.
Sei nun b € L eine Nullstelle von f und p, = {¢1,...,¢,}. Diese sind paarw. verschieden. Setze
nun oy, = (xb. Dann ist fir k € {1,...,n}:

flag) = (Gb)"—a=Cb"—a=b"—a=0.

Das heifst ay sind Nullstellen von f und paarweise verschieden (Ang. es gibe ¢ # j mit o; =
a; = (G =¢ %), also sind die n Nullstellen von f genau die (ay)}?_;. Da u, C K folgt
ar € K(b) Vk € {1,...,n}, also L = K(b).

(b) Sei 8 € L eine Nullstelle von f. Dann sind analog zu (a) ay = (3 die Nullstellen von f.

e Z.z.: ¢ wohldefiniert. Seien b,d’ Nullstellen von f. Dann ex. i,j € {1,...,n}, s.d. b= (B
und b’ = ;4. Dann folgt

a(b) _ o(GB) _ Go(B) _o(B) _ GoB) _ a(Gh) _ alt')

b Gl GB B B GBov

e Z.z.: ¢p Gruppenhomomorphismus Seien 0,7 € Gal(L/K). Dann ex. ein i € {1,...,n}, s.d.
7(8) = o;. Dann gilt

B B p? BB

o Z.z.: 1) injektiv. Sei 0 € Gal(L/K) mit ¢(0) = 1. Dannex.eini € {1,...,n},s.d. o(8) = a;.
Damit folgt
a(f) _ 6B

1=¢(0):7 3 = G-

Also o(8) = 8. Da L/K von 8 erzeugt wird, legt o(8) o eindeutig fest, d.h. o = id.
e Z.z.: Bild(v)) = py,. Sei 0 € Gal(L/K). Dann ex. ein i € {1,...,n}, s.d. o(8) = ;5. Also
o(8) _ B

7/1(0)27 3 = € fin-

Also folgt Bild(¢)) € py,. Da L = K(B) und f Mipo von 8, folgt [L : K] = n, also
#Gal(L/K) = n. Da ¢ injektiv, ist also #Bild(v)) = n und da #u,, = n folgt Bild(v)) = up.

’l/)(JO’T) _ UOT(ﬂ) _ J(CZ/B) _ BQU(B) T(ﬁ) U(ﬂ)

Damit ist also Gal(L/K) = p,. Da u, zyklisch, folgt Gal(L/K) zyklisch.

(c) Betrachte K = Q, f = X*—2. Dann ist f irred. nach Eisenstein und nach Blatt 5 ist L = Q(~+/2, 1)
und Gal(L/Q) = Dy, aber Dy ist nicht abelsch, insbesondere nicht zyklisch.

Aufgabe 2. Zunichst beachte:

a b
0 d

G = {(g Z) € My o(F,)

nullt.frei.

(g Z)GGLQ(FP)@ ’ —ad 40" Load£o0.

Damit ist

a,b,de]Fma;éO;éd}.
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Damit folgen

z) (é) ‘a,b,de]Fp,a;éO;éd}
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(a) Esist (8) G <(1)) UG (?) und (é) G (g) Da V in die disjunkte Vereinigung der Bahnen
1

zerfallt, sind also G (8) ,G <0> ,G <(1)) paarw. verschieden.
Sei nun = € V beliebig. Dann ex. a,b € F, mit x = (Z) Falls a = b =0, dann folgt z € G (8)

b ) )=()=r=reel)

€G
Falls b = 0, dann ist @ # 0 und es gilt

6 D) 0)=6)=r=r=al)

Falls b # 0. Dann ist

€G
Das zeigt die Behauptung.
. 1 0 . s
(b) Seien nun x; = 0 und x3 = 1) Es ist offensichtlich G,, = G.

Es gilt
a b
0 d
Also folgt
(a b

cun{( )
6 DO-() = ()-(0) = s-orms

ou={(s e

(c) Fiir die Bahnen siehe Vorbemerkung. Es ist ebenfalls nach Vorbemerkung #G = (p — 1)?p. Mit
(b) folgt nun:

()= () = ()= ) =«

a,b,deF,,d#0, a—l}

Weiter gilt

Also folgt

a,b,deF,,a#0,b=0, d—l}

o #(Gz1) = 1 und #G,, = #G, also #G,, #(Ga1) = #G.
o #(Gry) =p—1und #G,, = p(p — 1), also #G,,#(Gra) = (p — 1)*p = #G.
o #(Gx3) =p(p— 1) und #Goy = p — 1, also #G, #(Gaz) = (p— 1)’p = #G.
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(d)

Es ist nach Lagrange
_#G _ (p=1)7%p
#Ga #Go
Also folgt durch Einsetzen der Ergebmisse aus (c): (G : Gg,) = 1, (G : Gg,) = p— 1 und
(G : Gyy) = (p— 1)p. Damit folgt

(G:Gy)

I+(p—Vp+p—1=1+p" —p+p—1=p"=#V.

Aufgabe 3. (a) Sei G endlich mit #G = 2020. Dann ist 2020 = 22 -5 - 101. Da 101 | #G, ex. ein

a € G mit ord(a) = 101, also H := (a) ist 101-Gruppe und 101 22 .5 = (G : H), also H
101-Sylowgruppe. Sei s die Anzahl der 101-Sylowgruppen. Nach Sylowsétzen gilt nun s | #G
und s = 1 mod 101. Da aber 22 - 5 < 101 sind alle Teiler ¢ # 1 von 2020 mit 101 { 101, bereits
t Z 1 mod 101. Also folgt s = 1.

Da alle 101-Sylowgruppen zueinander konjugiert sind, gilt fiir g € G: gHg~' = H. Also ist H
Normalteiler in G. Auferdem ist #H = 101, also H = Z/101Z, insbesondere abelsch.

Sei G endlich mit #G = 2021. Es ist 2021 = 43 - 47. Da 43 < 47 und 43 1 46 = 47 — 1 folgt nach
VL, dass G zyklisch ist und damit G = Z/2021Z.

Sei G endlich mit #G = 36 = 22 . 32. Sei s die Anzahl der 3-Sylowgruppen. Es ist s | #G und
s =1 mod 3, also folgt s € {1,4}, da 2 =2 mod 3. Falls s = 1: Wende Argument aus (a) an.

Falls s = 4: Dann sei X die Menge der 3-Sylowgruppen auf denen G mittels Konjugation wirkt.
Es ist dann #X =4 und VH € X ist #H = 9, also {1} # H # G. Sei p: G — &(X) = Gy, der
zur Konjugationswirkung assoziierte Gruppenhomomorphismus. Da

#6, =41=24 <36 =#G
folgt ker ¢ # {1}. Falls ¢(G) = {id}: Dann ist fiir H € X und g € G:
gHg™' = H? = p(g)H = H.

Also H nicht-trivialer Normalteiler in G. Sei nun #¢(G) > 1: Da G/ker ¢ = ¢(G), folgt
#p(G)#ker o = #G. Da #¢(G) > 1, folgt also #ker ¢ < 36, also insgesamt G # ker ¢ # {1}.
Damit ist ker ¢ nicht-trivialer Normalteiler in G.

Aufgabe 4. (a) Sei (z;...2,) ein r-Zykel in &, und o € &,, beliebig. Sei x € {1,...,n}.

Falls es ex. ein i € {1,...,r} mit 0~!(z) = z;, dann ist o(z;) = x und (21 ...2,)r; = 2,41 mit
ZTyry1 = 21. Dann gilt

o(zy...x)o Hx) =0z ...x.)2; = o(zip1) = (0(21) ... 0(x))o(z) = (o(x1) ... o(z,))z.
Falls 0~ Y(z) & {1,...,2,}, dann ist x € {o(21),...,0(x,)} und

olxy...x.)0 Hz) =00 z) =2 = (o(z1)...0(z,)) .
Fiir ein Produkt aus zwei 2-er Zykeln gilt fiir 0 € &,,:

o(x122)(w324)0 "t = o(x122)0 Lo (z32s) 0! ® (o(z1)o(x2))(o(x3)0(24)).

Also ist ein Produkt aus zwei 2-er Zykeln nach Konjugation wieder ein Produkt aus zwei 2-er
Zykeln. Aufserdem ist, falls xq,..., x4 paarweise verschieden, auch o(z),...,0(x4) paarweise
verschieden, da o injektiv. AuRerdem gilt oido~! = id.

Da U, gerade aus id und allen Produkten aus zwei 2-er Zykeln mit paarweise verschiedenen
Eintréigen besteht, folgt 00,0~ = Uy, also U, Normalteiler in &,.
Es ist 1 <9, trivial und #U,/1 = #0, = 4 = 22, also U, /1 abelsch.

Da U4 <64 und sgn(o) = 1 Vo € U, folgt Ly <Ay Da #2A4 = 45! = 12 folgt #A4/V4 = 3, also
A, /04 abelsch.

Da 204 = ker sgn ist 4 <S4 und #6,4/2A4 = 2, also &4/2, abelsch.



