Theo II: Ubungsblatt 5 Christian Merten

Aufgabe Al A2 A3 A4 >

Punkte

Aufgabe 1. a) Die potentielle Energie ist gegeben als mgz, mit z = Rcos folgt also mgR cos 9.

Im mitrotierten Bezugssystem (gestrichene Koordinaten) ist

sin ¥
=R 0
cos

Daraus ergibt sich im Laborsystem mit einer Drehmatrix S
7= 87.
Die Geschwindigkeit ist damit gegeben als
¥ =5(#+axd).

Also folgt mit W = 8 und wegen ST S = 13:
w
i = R} (92 + w?sin?0).
Damit folgt die Lagrangefunktion.
b) Fiir den kanonisch konjugierten Impuls gilt
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Damit folgt die Hamilton Funktion
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c) Es liegt hier zwar ein Potential vor, allerdings ist die kinetische Energie des Systems gegeben als
T = %RQ(ﬁQ + w?sin? ¥).

Diese ist nicht homogen vom Grad 2 in 9, also ist die Hamiltonfunktion nicht gleich der Gesam-
tenergie. Das liegt an der zeitabhingigen Zwangsbedingung.

Wegen %—If = 0 ist die Hamilton Funktion zeitlich erhalten. Auferdem ist w = 0, also ist das

System invariant gegeniiber Zeittranslation. Damit folgt Energieerhaltung.

d) Fiir die kanonischen Gleichungen folgt

OH _2py _ m _ P _ 4
Ops mRZ mR2 mR?
O0H

B9 = mR%*w?sin ¥ cos ¥ + mgRsin® = mRsin9(Rw? cos ¥ + g) = py.

e) Fir stationdre Losungen gilt 9 =0, also py = 0, damit folgt

mRsin9(Rw? cos v + g) = 0.
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Als stationére Losungen folgen damit ©; = 0 und ¥ = 7, denn dann ist sin = 0. Fiir J3 = 7,
folgt mRg = 0, dies ist also nur mdglich, falls Masse oder Radius 0 sind.

Fir R # 0, m # 0, sinv # 0 und w # 0 folgt
sin ¥( Rw? cos ¥ + g) = 0
#£0
— Ruw?cost +g=0
g
= o = arccos (—w) .

. . w—r00
Wie zu erwarten ist ¥ —— 7.

Aufgabe 2. a) Fiir Lagrange- und Hamiltonfunktion ist
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b) Die kanonischen Gleichungen sind

OH p .
871) = — :q
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In Matrixschreibweise folgt also
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Als Losung folgt
g =y
= (A
=2 v
]
= k!

w 0 2k 0 1 w 0 2k+1
Mit A%k = (—1)k <O w> und ARl = A%k . A = (—1)F (_ Wm) (0 w> folgt
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= (cos(wt) + (—mw 5 ) sm(wt)) Y
Damit folgt

q = qo cos(wt) + Po sin(wt)

wm
p = po cos(wt) — mwqo sin(wt).

Aufgabe 3. a) Ansatz: ¢(r,t) = R(r)T(t). Damit folgt

0?%q 9
o2~ VAm1=0
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TF = kOnSt. = EA(H)R =: —C.
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Damit folgt fiir 7"

d2T
WﬁLCT:O.
Fiir n = 2 gilt fiir R:
10 ([ OR 1 ?R ¢
—— | r— - —+—=R=0
rar(r r>+ 23g02+112

Fiir n = 3 folgt analog

Mit der Vorraussetzung R bei r = 0 stetig folgt B = 0:

A
R = —sin (ET) .
r v
Damit folgt
A
g=T-R= —Ocos(wtfé)sin(gr)
r v
Aufgabe 4 (Verstindnisfragen). a) Die Hamilton-Funktion ist definiert als
H(q,p) = ¢ipi — L.
und ist, falls die Kréfte Potentialkrifte sind und nur zeitunabhéngige Zwangsbedingungen vor-
liegen, gleich der Gesamtenergie des Systems.
Die kanonischen Gleichungen sind DGL 1. Ordnung, die die Bewegung des Systems im Phasen-
raum beschreiben.

b) Wenn von N-Massepunkten zu einem kontinuierlichen System iibergegangen wird, geht die
Lagrange-Funktion in ein rdumliches Integral iiber eine Lagrange-Dichte iiber.

l
L — L(q,q) = / Lagrange-Dichtedz .
0

Die Wirkung ist das Zeitintegral iiber eine Lagrangefunktion.

c) Die d’Alembertsche Gleichung ist eine homogene partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung,.
wLweite Zeitableitung — charakteristische Geschwindigkeit zum Quadrat mal zweite Ortsablei-

tung gleich 0%
N
Pa_spda_
o2 v ox?

Allgemein ist die Losung fiir zwei beliebige, zweifach differenzierbare Funktionen g und h gegeben
als

q(z,t) = g(x +vt) + h(z — vt),
also eine Uberlagerung zweier Wellen, wobei ¢ riick- und h vorliufig ist. D.h. die Funktionen
miissen sich jeweils mit der charakteristischen Geschwindigkeit verschieben.



