Vortrag 2: Die p-adischen Zahlen

Christian Merten

Seminar ,Quadratische Formen”, 22. April 2021



Sei p € N eine im Folgenden fest gewdhlte Primzahl.

Genauso wie eine natiirliche Zahl m € N beziiglich der Basis 10
dargestellt werden kann, ist das auch beziiglich der Basis p
moglich. Jede natiirliche Zahl besitzt also eine p-adische
Entwicklung der Form

m=ay+ap+...+ap"

wobei die Koeffizienten a; in {0,1,...,p — 1} liegen. Die
Darstellung ist damit eindeutig.



Beispiel 2.1

Diese Darstellung finden wir durch sukzessives Dividieren mit Rest.
Fiir n = 216 erhalten wir fiir p =5

216 =1+5-43

43=3+5-8
8=3+5-1
1=1

Also insgesamt

216 =1+3-5+3-52+1-5%

Um nun auch negative und sogar gebrochene Zahlen darstellen zu
konnen, gehen wir zu unendlichen Reihen iber:



Definition 2.2 (Ganze p-adische Zahlen)
Eine ganze p-adische Zahl ist eine formale unendliche Reihe

o0
ZaiPi:ao+31P+32P2+---
i=0

mit 0 < a; < p fiir i € Ny. Die Menge dieser formalen Reihen wird
mit Z, bezeichnet.

Bemerkung 2.3
> 2o aip ist rein formal gemeint, d.h. bezeichnet einfach die Folge
der Partialsummen

n—1
Sn :Za;pi €7, neN.
i=0



Womit kdnnen wir jetzt die ganzen Zahlen Z in den p-adischen
Zahlen Z, identifizieren? Wie kann also beispielsweise —1 in Z,
dargestellt werden? Dazu stellen wir folgendes fest

Lemma 2.4

Sei a € 7. Die Restklasse a mod p" € 7./ p"Z wird in eindeutiger
Darstellung durch

a=ag+ap+ap’+...+ap_1p"t (mod p")

gegeben, wobei 0 < a; < p firi € {0,...,n—1}.



Beweis.

Per Induktion. Fiir n = 1 ist offenbar a = ag (mod p) mit

0 < ag < p. Sei nun die Behauptung fiir n — 1 gezeigt. Dann ex.
eine eindeutige Darstellung

a=ag+aip+ap’+...+apop" 2 (mod p”_l)
Also
1

a=ao+aip+ap’+...+anop" %+ gp"

flirein g € Z.Sei 0 < a,_1 < p, s.d. g = a,—1 (mod p), also
g =ap_1+ hp fir h € Z. a,_1 ist also eindeutig durch a bestimmt
und es folgt

a=ap+...+an2p" >+ a,1p" ' + hp”



Jede ganze Zahl a definiert nun eine Folge von Restklassen
S, =a € Z/p"Z fir n € N, die nach 2.4 von der Gestalt
s1 = ap (mod p)

sp = ag + a1 p (mod P2)

sind mit eindeutig bestimmten Koeffizienten
ag, ai,... € {0,...,p—1}. Die Zahlenfolge

sh=ao+aip+ap’+...+an1p"?

definiert nun eine ganze p-adische Zahl > 72, aip' € Zp, die wir die
p-adische Entwicklung von a nennen.



Beispiel 2.5
Was ist jetzt die p-adische Entwicklung von —17 Es ist
“1=(p-1)+(p-Dp+...+(p-1)p" " - p"
also —1=(p—1)+(p—1)p+...+(p—1)p"* (mod p").

Esistalso —1=(p—1)+(p—1)p+(p—1)p*+... € Z, die
p-adische Entwicklung von —1.



Um Z, eine algebraische Struktur zu geben, konnten wir mit diesen
Reihen mit Ubertrégen rechnen, so wie wir es von der Basis 10
gewohnt sind. Einfacher wird es jedoch, wenn wir eine ganze
p-adische Zahl x = >~ a;p’ mit der Folge der Restklassen

Sp € Z/p"Z der Partialsummen identifizieren.

Dazu bendtigen wir noch eine Voriiberlegung und einige Begriffe.



Definition 2.6
Ein projektives System ist eine Folge von Mengen (D,,)pen und eine
Folge von Abbildungen (pp)nen mit pp: Dpi1 — Dy

D& Dy Dy Dy ..

Die Teilmenge

D= IL“ (Dn, Pn) = {(an)neN € H Dy | pn(an+1) = anVn € N}

n=1

heift projektiver Limes des Systems.



Bemerkung 2.7

Falls die D,, Ringe und die p, Ringhomomorphismen sind, wird
lim (Dn, pn) zum Teilring des Produktrings [12; Dn (leicht
nachzurechnen).

Setze im Folgenden A, := Z/p"Z. Dann erhalten wir fir n € N
einen kanonischen Homomorphismus

On: Any1 — Ap
ar— a.



Satz 2.8
Ordnet man jeder ganzen p-adischen Zahl

o
X = E aip'
i=0

die Folge (S5p)nen der Restklassen

n—1

5, = Z aip’ (mod p™) € A,
i=0

zu, so erhdlt man eine Bijektion



Beweis.
Die Zuordnung ist wohldefiniert, da

Spi1 = ao+aip+...+app” = ag+aip+.. +an_1p" (mod p") = s,.

Die Bijektivitat folgt direkt aus 2.4 O



Bemerkung 2.9
Die Koeffizienten der p-adischen Entwicklung von a € Z ergeben
sich durch die Kongruenzen

a=ay+ap+...+a,_1p" (mod p")

mit 0 < a; < p. Bei der Identifizierung Z, = h@ (An, &n) geht
a € Z daher iiber in

oo
(amod p,amod p%,amod p3,...) HA,,.
n=1

Z wird so zum Teilring von |jm (An, ¢n)-



Beispiel 2.10 (2.5 fortgesetzt)
Mit 2.9 folgt also

—1=(p-1,p°-1,p°—1,..) € ljim (An, @n).
Wir identifizieren nun im Folgenden stets Z, = lim (An, &n)- ™n

bezeichne den kanonischen Projektionshomomorphismus
Tn: Lp — An.



Bemerkung 2.11

1. Per Definition ist x € Z, also ein Element x € [[,2 Z/p"Z
mit der ,Kompatibilitdtsbedingung’:

Xn+1 = Xn (mOd pn).

2. Zp erbt als Teilring nun also die komponentenweise Addition
und Multiplikation des Produktrings Hiozl A,, d.h. fur

(an)nen; (bn)nen € Zp gilt
(an)neN+(bn)neN = (an+bn)neN (an)neN'(bn)neN — (an'bn)neN-

3. Versieht man A, mit der diskreten Topologie (d.h. alle
Teilmengen sind offen) und [[72; A, mit der Produkttopologie
(die von den Urbildern der kanonischen Projektionen 7,
erzeugt wird), wird Z, zu einem topologischen Ring.



Satz 2.12 (von Tychonoff)

Ist (Xi)ie eine Familie kompakter topologischer Riume, dann ist
auch das kartesische Produkt [];.,; X; kompakt beziiglich der
Produkttopologie.

Beweis.
Der Satz ist dquivalent zum Auswahlaxiom. Ein Beweis findet sich
beispielsweise in Klaus Janich: Topologie.

O



Korollar 2.13
Zp, ist kompakt.

Beweis.
Nach 2.12 ist [[72; Ap kompakt. AuRerdem ist

Zp=) {X € [T An | énlmaii(x) = 7Tn(X)} = f'({o})

neN n=1 neN

mit fo: [ An = An, X = ¢n(mnt1(x)) — ma(x). Es ist f, stetig,
da 7, per Definition der Produkttopologie und ¢, als Abbildung
zwischen diskreten Riumen stetig sind. Da {0} C A,
abgeschlossen, folgt die Behauptung. Ol



Lemma 2.14
Es ist m, surjektiv und ker m, = p"Z, ¥n € N. Insbesondere gilt

Zp/p"Zp =7/p"Z = Ap.

Beweis.
Die Surjektivitat ist klar. Z.z.: ker 7, = p"Z,. Sei dazu x € Z.
Dann ist p"x, = 0 (mod p"). Also m,(p"x) = 0. Damit
p"Z, C ker .
Sei nun x = (Xm)men € ker m, und m > n. Wegen Kompatibilitat
folgt

Xm = Xp (mod p") = 0 (mod p").

Also folgt x,, € p"Am.



Es ist (nachrechnen)
Amn="7/p" "7 = p"Z/p"7Z = p"An.

Das heift es ex. ein eindeutiges ym—n € Am—n, s.d.
P"Ym—n = Xm (mod p™). Setze nun y = (Ym—n)m>n. Es ldsst sich
nachrechnen, dass y € Zj,. Es bleibt zu zeigen, dass p"y = x.
Zz.:x=p"y. Firm<nist x, =0=p"y,. Fiir m > nist wegen
Kompatibilitat

P"Ym = P"Ymtn—n = Xmn (mod p™1) = xm (mod p).
Insgesamt folgt also x = p"y. Insgesamt folgt also ker 7, = p"Z,,.
Die behauptete Isomorphie folgt jetzt direkt aus dem
Homomorphiesatz. O



Lemma 2.15
Fiir u € Z,, sind aquivalent

(i) uez;
(i) ptu
(iii) 0+ uy € Z/pZ



Beweis.

(i) <= (iii) ist klar wegen Kompatibilitit. b.z.z. (i) <= (ii). Sei
dazu u = (Un)nen € Z,;. Dann 3v = (Vy)nen € Zp mit uv =1
insb. Tyvi = 1 (mod p) also insbesondere pt 1y = Ty # 0.

Sei umgekehrt 77 # 0. Wegen Kompatibilitit folgt damit p { u,
Vn € N, denn ang. p | u, fiir ein n € N. Dann folgt

0= u, (mod p) = uy (mod p) 4.

Da p prim folgt insbesondere (p”, u,) = 1. Also ex. nach euklid.
Alg. a,b € Z, s.d. 1 = ap" + buy, also 1 = bu, mit b € A,. Also
Up € Ay und damit

vi=(..0 Lo, m ) = et € 2, O



Lemma 2.16
Fiir x € Zp \ {0} ex. n € No und u € Z;, s.d.

x = p"u.

Diese Darstellung ist eindeutig.

Beweis.

(i) Existenz: Sei x € Zp \ {0}. Da x # 0 ex. wegen Kompatibilitat
ein n € Ny maximal, s.d. x, = m,(x) = 0. Also ist x € ker 7,
insbesondere ex. nach 2.14 ein u € Z, mit x = p"u. Ang.:

p | u, dann ist m;(u) = 0 also ex. wieder nach 2.14 ein v € Z,
mit u = pv. Dann ist aber

7Tn+1(X) = 7Tn+1(PnU) = 7Tn+1(Pn+1V) =0.

Widerspruch zur Maximalitdt von n.



(i) Eindeutigkeit: Sei x = p"u = p™v mit u,v € Z; und
n,m € Ng. Sei 0.E. n > m. Es ist m,(x) = mp(p")7n(u) =0
also auch 0 = my(x) = mp(p™)mn(v). Da v € Z ist
ma(v) € AY, also kein Nullteiler. Also folgt 7,(p™) = 0 und
damit p™ = 0 (mod p"), also m > n. Insgesamt also m = n.
Nun gilt weiter x = p"u = p"v, also p"(u — v) = 0. Ang.
u— v # 0. Dann ist nach (i) v — v = p*w mit k € Ny und
weZy. Also 0=p"(u—v)=p" w. Da w € Z} also kein
Nullteiler, folgt 0 = p"** € Z 4.

O



Definition 2.17 (p-Bewertung)

Fiir x € Z, \ {0} sei x = p"u mit u € Z;. Dann setze
Vp(x) =n

und setze v,(0) = 00. vp(x) heilit die p-Bewertung von x.

Bemerkung 2.18

Wegen 2.16 ist die p-Bewertung wohldefiniert.
Per Konvention setze n+ oo = oo und oo > n fiir n € Np.



Lemma 2.19 (Eigenschaften der p-Bewertung)
Fiir x,y € 7y, gilt

Vo(xy) = vp(x) + vp(y),  vp(x +y) = min(vp(x), vp(y))-

Beweis.
Folgt direkt durch Nachrechnen.



Korollar 2.20
Zp, ist nullteilerfrei.

Beweis.
Seien x,y € Zp mit xy = 0. Dann folgt

50 = p(0) = V(o) = vi(x) + V().

Also vp(x) = 0o oder vy(y) = 00, also x = 0 oder y = 0.



Lemma 2.21 (Topologie auf Z,)
Die Topologie auf Z, wird induziert durch die Metrik

d(x. y) = exp(—vp(x — ¥).
Zp, ist vollstandig und Z ist dicht in Zp.

Bemerkung 2.22 (Bille)

Es sei im Folgenden stets
B(x,r)={y €Z,|d(x,y) <r} und
B(x,r)={y € Zy| d(x,y) <r}.

Da d(x,y) € {exp(n) | n € Z} gilt

Blx.e™) = {y € Zy | volx — y) = n}
={y€Zy|vp(x—y)>n—1}
= B(x, e~ ("),



Beweis.
d(-,-) ist eine Metrik (nachrechnen). Sei nun

S:={r,Y(B)| BC A, necN}.

Die offenen Mengen von Z, beziiglich der Produkttopologie sind
dann per Definition gegeben als (S), wobei mit (...) die durch
endliche Schnitte und beliebige Vereinigungen erzeugten Mengen
gemeint sind.

Fir De Sist D=7, Y(B) = (A1,...,An-1,B,Ant1,...) CZp
wobei B C A, fiir ein n € N. Fiir U € (S) ist dann

U= (B1,...,Bn Ant1,...) mit B, C A, fiir n € Ng. Sei nun

0 U. Dann ist p"Z, C U.



Fiir beliebiges V C Z, offen ex. nun fiir v € V ein n, € Ny, s.d.
v+ p™Zp C V. Also folgt

V = U (V + anZp).
veVv

Nun ist aber
acvip'Z, <= vy(a—v)>n <= ae B(v,e ") = B(v,e ("),

Also folgt
V= U B(v; e_(”_l))

vev

also V auch offen beziiglich d(-,-). Umgekehrt sei U offen
beziiglich d(-,-). Dann ist U Vereinigung von offenen (beziiglich
d(-,-)) Billen. Da p"Z, = m,({0}), sind diese auch offen
beziiglich der Produkttopologie.



Z.z.: Zp vollstandig. Da Z, nach 2.13 kompakt ist, hat jede Folge
in Z,, eine konvergente Teilfolge. Insbesondere hat also jede
Cauchy-Folge eine konvergente Teilfolge und damit konvergiert jede
Cauchy-Folge in Z.

Z.z.: Z dicht in Zp. Sei x = (Xn)nen € Zp. Setze y, € Z, s.d.

Yn = X (mod p"). Dann ist fiir n € N fest, y, = x, (mod p™)

Vm < n, also vp(yn — x) > n. Also

n—o0

d(yn, x) = exp(—Vvp(yn — x)) < exp(—n) —— 0.



Definition 2.23
Der Quotientenkdrper der ganzen p-adischen Zahlen Zj, heifit
Koérper der p-adischen Zahlen

Bemerkung 2.24

1. Ein Element x = 2 € Q7 mit a,b € Zp, b # 0 kann eindeutig
alsx=p'wmitreZundwe Z; dargestellt werden, denn
nach 2.16 ist

X
€z}

Damit setzt sich die Definition von v, auf Q, fort. Es gilt
Vp(x) >0 <= x € Zp.

2. Nach (1) ist also Q, = Z,[p71].



Lemma 2.25 (Topologie auf Q,)

Qp mit der von Z, geerbten Metrik d(x,y) = exp(—vp(x — y)) ist
lokal kompakt und enthélt Z,, als offenen Teilring. Q ist dicht in Qp.

Beweis.

Dax €Zp, <= vp(x) >0 <= vp(x) > —1 folgt

Zp = B(0,1) = B(0, e), also Z, offen. Da Z, kompakt, folgt, dass
B(x, e) kompakt Vx € Qp, also Q, lokal kompakt. AuRerdem ist Z
dicht in Zp, d.h. fiir x € Qp mit x = pku und k€ Z, ue Z; ex.
eine Folge (yn)neny € Z mit y, 272 4. Dann setze

z, = pXy, € Q. Dann folgt direkt z, = p*y, MmN pku = x. O




Bemerkung 2.26

1. Qp kann auch als Vervollstindigung von Q beziiglich der
p-adischen Metrik d(-,-) definiert werden (analog zu R als
Vervollstandigung von Q beziiglich | - ).

2. Es ist leicht nachzurechnen, dass d(-,-) die ultrametrische
Ungleichung (auch starke Dreiecksungleichung) erfiillt, d.h.

d(x,z) < max(d(x,y),d(y, 2))

fir x,y,z € Qp. Damit folgt das eine Folge (an)nen € Qp
genau dann konvergiert, wenn lim,_oo(tn+1 — Up) = 0 (was in
R beziiglich | - | falsch ist).



Lemma 2.27

Sei Dy < D, < ... ein projektives System und D = I(ﬂw (Dn, pn)
sein inverser Limes. Falls D, # () und endlich folgt D # ().
Beweis.

Sei zunidchst p,: Dpy1 — D, surjektiv. Dann ex. fiir alle x, € D,
ein x,1+1 € Dpi1, s.d. pp(Xn+1) = xn. Da Dy # 0 folgt D £ ()
induktiv.

Im Allgemeinen bezeichne fir m,n € N:

Dnm = (pno-..0pntm-1)(Dnym).

Da Dpim # 0 folgt Dy m # 0 und da Dy endlich folgt

#Pk(Dkt1) < #Dky1 Vk € N. D.h. #D,, 1, ist monoton fallend in
m bei festem n. Da D, n, # () wird die Folge stationdr, d.h. es ex.
ein mp €N, s.d. Dy my = Dpym Ym > mo. Sei E, dieser
Grenzwert.



Beh.: pn(Ent1) = En Vn € N. Sei dazu n € N. Nun ex. ein mg € N,
s.d. Ent1 = Dpy1,me und E, = Dy mg = Dp mo+1. Damit folgt

pn(EnJrl) = Pn(Dn+1,mo)
= pn((Prs1 0.0 Pnimo)(Dnt14mp))
= (pn OPnt10...0 pn+mo)(Dn+m0+1)

= Dn,m0+1
= E,.

Also sind die Einschrankungen p,|g,,, : Eny1 — Ej surjektiv,
E, # () und endlich, also folgt nach der Voriiberlegung
lim (En, pnlE,) # 0. also insbesondere D  §. O



Satz 2. 28
Seien f) € Z,[X1, ..., Xp] Polynome in den ganzen p-adischen
Zahlen. Dann sind dquivalent:

(i) Die f\) haben eine gemeinsame Nullstelle in (Z,)™.

(i) Fiir n € N haben die Polynome f() (mod p") eine gemeinsame
Nullstelle in (Ap)™.

Beweis.

Sei D = {gemeinsame NS von () in (Z,)™} C (Z,)™ und

D, = { gemeinsame NS von (/) in (A,,) (mod p")}. Es
bezeichne (¢,)™: (Ant1)™ — (An)™ die Abbildung, die ¢,
komponentenweise anwendet. Dann ist (D, (¢,)™) ein projektives
System mit D = I|<_m (Dny (0n)™).

Sei nun D # () und x € D. Dann ist 7,(x) € D, Vn € N. Seien
umgekehrt D, # ) Vn € N. Da D, C A, endlich folgt mit 2.27

D #90. O



Definition 2.29
Ein Element x = (x1,...,xm) € (Zp)™ (bzw. (A,)™) heilt primitiv,
falls ein x; € Z (bzw. € AY) ist.

Definition 2.30
Sei R ein Ring. Ein Polynom f € R[X1, ..., Xn] heilt homogen
vom Grad 2, falls in R[X1,...,Xy][T] gilt

F(TX, ..., TXy) = TRE(XL, .., Xim).
Ein homogenes Polynom vom Grad 2 heit quadratische Form.

Beispiel 2.31
Das Polynom f = X5 4+ X3Y?2 + XY* € Z[X, Y] ist homogen, aber
g = X%+ X+ Y2eZ[X, Y] ist nicht homogen.



Korollar 2.32
Seien f() € Z,[X1, ..., Xm] homogene Polynome. Dann sind
p g

dquivalent

(i) Die f() haben eine nichttriviale gemeinsame Nullstelle in
(@p)™.

(i) Die fU) haben eine gemeinsame primitive Nullstelle in (Z,)™.

(iii) Fiir n € N haben die Polynome (1) (mod p") eine gemeinsame
primitive Nullstelle.



Beweis.
(i) = (ii): Sei x = (x1,...,Xm) eine nichttriviale gemeinsame
Nullstelle der (). Dann setze

k = min(vp(x1), ..., Vp(xm)) und y = p~*x.

Seiie{l,...,m}, sd. k= vp(x;). Dann ist

vo(¥i) = vo(p™¥) + vp(xi) = =k + k = 0. Also y; € Z und damit
y primitiv. AuBerdem gilt fiir ein n € N

FO(y) = FO(p~x) "= prkr () = 0.

(i) = (i) ist trivial und (ii) <= (iii) folgt aus 2.28. O



Bemerkung 2.33

Die Voraussetzung homogenes Polynom ist notwendig, wie am
Beispiel:
f=pX—1¢€ZyX]

deutlich wird, denn f(p~!) = 0, aber im Kérper Q, hat das lineare
Polynom f maximal eine Nullstelle und p=! ¢ Z,,.

Wir mdchten nun betrachten, unter welchen Umstinden eine
Losung (mod p") zu einer echten Lésung in Z, entwickelt werden
kann. Dazu verwenden wir die p-adische Version des Newton
Verfahrens.



Lemma 2.34 (Henselsches Lemma)

Sei f =amX™+ ...+ a9 € Zp[X] und

f' = ammX™1 4 ...+ a1 € Z,[X] seine Ableitung. Weiter sei
X € Zp, s.d. f(x) =0 (mod p") fiir ein n € N und vp(f'(x)) = k
mit 0 < 2k < n. Dann existiert ein y € Zp, s.d.

f(y) =0 (mod p™t1), vy(f/(y)) = k und y = x (mod p"~).

hi



Beweis.

Nach Voraussetzung ist f(x) = p"b und f/(x) = pkc mit b € Z,
und ¢ € Z;. Dann setze z := —bc ! und y = x + p"¥z. Damit
erfiillt y = x (mod p"~k). Der binomische Lehrsatz liefert

ay' —a,ZC> p"kzY = ajx' 4 ajix'1p" Kz 4 p?n2k 2R,

fir R; € Z,. Aufsummieren und addieren von ag liefert mit R € Z,,
eine , Taylorentwicklung’:

f(y) = f(x) + p"*zf'(x) + p*" 2 2R,



Da 2k < n folgt 2n — 2k > n+ 1. Einsetzen liefert nun

f‘(y) —_ pnb _ pn—kbc—lpkc + p2n—2k22R
— p2n72kZ2R

=0 (mod p"*1).

Anwenden der , Taylorentwicklung” auf f’ liefert
f/(y) — f/(X) + pn—sz/l(x) + p2n—2kZ2R
— ka + pn—sz‘//(x) + p2n—2kZ2R
— pk(C+ pn72sz//(x) + p2nf3kZ2R)'

=S

Esist n— 2k >0 und 2n — 3k > 0, aber c € Z;, also p{ s und
damit s € Z und v,(f'(y)) = k. O



Zum Studium der quadratischen Formen ben&tigen wir noch die auf
m Variablen verallgemeinerte Version des Henselschen Lemmas.

Satz 2.35

Sei f € Zp[Xi,...,Xm] und x = (x;) € (Zp)™, s.d.

f(x) =0 (mod p"). Weiter existiere ein 1 < j < m, s.d.

Vp (g—)’;j(x)) =k mit 0 < 2k < n. Dann existiert eine Nullstelle
y € (Zp)™ von f mit y = x (mod p"~k).



Beweis.
Sei zundchst m = 1. Mit 2.34 angewendet auf x() .= x. erhilt man
x1) € 7, mit

F(x) =0 (mod p™?), vo(F'(xV)) = k und x) = x( (mod p"~*).

Wende 2.34 nun auf x(!) und n+ 1 an. Induktiv erhilt man eine
Folge (x(9),cy mit den Eigenschaften

x0T = x(9) (mod p"T97%) und F(x{9) =0 (mod p"t9).

Es gilt nun v,(x(9+1) — x(9)) > n 4 g — k, also
d(x(at1) x(@) T2 0. Also ist x(9) eine Cauchy Folge und
konvergiert gegen ein y € Z,. Dann gilt

0= lim f(x(9) = f( lim x(9) = f(y)

g—00 g—00

und y = x (mod p"k).



Sei nun m > 1. Ersetze in f die Variablen X; durch x; fiir i # j.
Dann sei g € Zp[X|] das entstandene Polynom in einer Variablen.
Wende nun den Fall fiir m = 1 auf g an. Dann erhalten wir ein

yj € Zp mit y; = x; (mod p"~%) und g(y;) = 0. Setze nun y; == x;
fiir i # j. Dann ist y = x (mod p"~*) und

f(.y) = f()’la~~-7)/m) = f(le'-'7Xjfl7.yjuxj+17'”7xm) :g(y_j) :O

0J



Aus dem letzten Satz kdnnen wir einfache Schlussfolgerungen fiir
quadratische Formen ziehen.

Korollar 2.36
Sei f € Zp[X,...,Xm] und x € Zp mit

f(x) =0 (mod p)

und es sei mind. eine partielle Ableitung (%’;j(x) # 0 (mod p), dann
hebt sich x zu einer echten Nullstelle.

Beweis.
Das ist der Fall n=1 und k=0 in 2.35. O



Korollar 2.37

Sei p 7é 2 und f = 27;1 jm:1 a,-jX;Xj S Zp[XL ceey Xm] eine
quadratische Form mit aj = ajj und sei p t det(ajj). Sei weiter
a € Zp. Dann hebt sich jede primitive Lésung der Gleichung
f(x) = a (mod p) zu einer echten Lésung.

Beweis.

Mit 2.36 g.z.z., dass mind. eine partielle Ableitung (mod p) nicht
verschwindet. Sei A = (a;) € Z;*™. Da det(a;;) #Z 0 (mod p) folgt
det(aj) € F; und damit ker A = {0}. Es gilt weiter

o 0,7
X 2 Z a;iX; also : = 2Ax.
= Oxf (%)

Da x primitiv ist x # 0 € F’ und damit mind. eine partielle
Ableitung # 0 (mod p). O
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