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Genauso wie eine natiirliche Zahl m € N beziiglich der Basis 10
dargestellt werden kann, ist das auch beziiglich der Basis p
moglich. Jede natiirliche Zahl besitzt also eine p-adische
Entwicklung der Form

m=ay+ap+...+anp"

wobei die Koeffizienten a; in {0,1,...,p — 1} liegen. Die
Darstellung ist damit eindeutig.
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Um nun auch negative und sogar gebrochene Zahlen darstellen zu
kénnen, gehen wir zu unendlichen Reihen dber:
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Womit kdnnen wir jetzt die ganzen Zahlen Z in den p-adischen
Zahlen Z, identifizieren? Wie kann also beispielsweise —1 in Z,
dargestellt werden? Dazu stellen wir folgendes fest

Lemma 2.4

Sei a € 7. Die Restklasse a mod p" € 7/ p"Z wird in eindeutiger
Darstellung durch

a=ag+ap+ap’+...+ap_1p" " (mod p")

gegeben, wobei 0 < a; < p firi € {0,...,n—1}.
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Per Induktion. Fiir n = 1 ist offenbar a = ag (mod p) mit

0 < ap < p. Sei nun die Behauptung fiir n — 1 gezeigt. Dann ex.
eine eindeutige Darstellung

a=ag+ap+ap’+...+ apop"2 (mod p"*l).
Also
1

a=ag+aip+ap? ...+ anop” 2+ gp"

firein g€ Z.Sei 0 < a,_1 < p, s.d. g = a1 (mod p), also
g =an_1+ hp fir h € Z. a,_1 ist also eindeutig durch a bestimmt
und es folgt

a=ag+...+anop " ?+ap_1p" "+ hp"

O
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Jede ganze Zahl a definiert eine Folge von Restklassen
S,=acZ/p"Z fir n € N, die nach 2.4 von der Gestalt
s1 = ap (mod p)

sp = ag + a1 p (mod P2)

sind mit eindeutig bestimmten Koeffizienten
ag, ai,... € {0,...,p—1}. Die Zahlenfolge

sh=ao+aip+ap’+...+an1p"?

definiert nun eine ganze p-adische Zahl » 7%, aip' € Zp, die wir
die p-adische Entwicklung von a nennen.
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—l=(p-D+(-1p+...+(p-1)p" ' = p"
also —1=(p—1)+(p—1)p+...+(p—1)p"* (mod p").

Esistalso —1=(p—1)+(p—1)p+(p—1)p*+... € Z, die
p-adische Entwicklung von —1.
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Falls die D,, Ringe und die p, Ringhomomorphismen sind, wird
lim (Dp, pn) zum Teilring des Produktrings [[72; D (leicht
nachzurechnen).

Setze im Folgenden A, := Z/p"Z. Dann erhalten wir fir n € N
einen kanonischen Homomorphismus

On: Apnt1 — An
a+— amod p".

Es ist also fiir a € Apy1, b€ Ap: ¢on(a) = b <= a= b (mod p").
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Xp+1 = Xp (mod p").
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(an)n€N7 (bn)nEN c Zp gllt
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Zp, ist kompakt.

Beweis.
Nach 2.13 ist [[72; An kompakt. AuBerdem ist
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Beweis.
Nach 2.13 ist [[72; An kompakt. AuBerdem ist

Zp=ﬂ{erAmr¢n(m1(x>>: } N (o))

neN m=1 neN
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Grobe Beweisschritte

> d(-,-) ist eine Metrik.
» Die offenen Mengen V C Z, beziiglich der Produkttopologie
sind von der Form

V= U (v +p™Zp).
vev
» Esist v+ anp = B(v, e(_("’_l)))_

» v + p"Z, offen beziiglich der Produkttopologie, da
p"Z, = ker m, = 7, 1({0}).
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Z.z.: 7y vollstandig. Da Z, nach 2.14 kompakt ist, hat jede Folge
in Z, eine konvergente Teilfolge. Insbesondere hat also jede
Cauchy-Folge eine konvergente Teilfolge und damit konvergiert jede
Cauchy-Folge in Z.

L]
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Wir wollen nun Gleichungen in den ganzen p-adischen Zahlen
untersuchen. Also Gleichungssysteme der folgenden Art

FA (X1, ..., Xm) =0

F(X, ... Xm) =0

mit Polynomen () € Z,[X1, ..., Xp].
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und ¢ € Z;. Dann setze z := —bctund y = x + p"¥z. Damit
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