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Aufgabe Al A2 A3 >

Punkte

Aufgabe 1. a) Beh.: Sei P € R"*" mit P2 = P und P # 0. Dann gilt fiir ||P| > 1 fiir jede
natiirliche Matrixnorm || - ||.

Beweis. Sei P € R™ "\ {0} mit P2 = P und | - || natiirlich. Dann ist | - || insbesondere
submultiplikativ, also folgt | P|| = ||P?|| < ||P| - |P|| = 1 < ||P]. O

b) Beh.: Sei A € C*"*™. Dann gilt

A=AT = (Az,y)s = (x,Ay)s Vax,y € C".

Beweis. Sei A € C**", Es ist

(Az,y)2 = (z, Ay)s Va,y e C"
= 2TATy = 2T Ay Va,yeC®
Logr =i
— A=A".

(%) folgt durch Einsetzen von allen Koordinateneinheitsvektoren fiir  und y. O

c) Sei A € K™*" symmetrisch und positiv definit. Beh.: Es existiert ein B € K"*" mit A = B - B.

Beweis. Da A symmetrisch und positiv definit, existiert eine orthogonale Matrix ) und eine
Diagonalmatrix D mit A = QDQ”. Da A symmetrisch und positiv definit, sind alle Eigenwerte
A; positiv. Definiere

VAn
Dann gilt also D = D2. Dann wihle B := QDQT. Dann folgt

B-B=QDQ"-QDQT =QD*Q" = QDQ" = A.
N——

=FEn
O
Aufgabe 2. Sei A € K"*" positiv definit und fiir K = R sei A symmetrisch. Es sei aufierdem fiir
r e K™ (Az.2)
T, T)2
R ==
Alx) @.2)s
a) Beh.:
sup  Ra(Z) = Amax(A)
zeK™\{0}
inf R = Amin(4).
el o) P4 (") = Amin )

Beweis. Falls K = R, dann ist A bereits symmetrisch. Falls K = C, ist A nach VL hermitesch,
da A positiv definit, d.h. (Az,z)s € R Vo € C".

A; seien die Eigenwerte von A. Da A positiv definit, gilt A; > 0. Da A symmetrisch bzw.
hermitesch, gilt dann:

A
lAwls _ ) il = Amax(A).
cekr\(0} llzll2  1<isn
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Weiter gilt Va € K™:

(Az, )y CSU. || Az|lo[z]2 _ [|Az]l2
(2, )2 [E4[E (EAP
Damit folgt
A
sup Ra(z) <  sup ” mH2:)\max(A)~
2€Km\{0} sekm\{o} ]2

Also ist Apmax(A) eine obere Schranke von R (z).

Weiter existiert ein Eigenvektor v € K" zum Eigenwert A\pax(A) mit Av = Apax(A)v. Damit

folgt

Ra(v) = (Av,v)q

(v,v)9

Also folgt die Behauptung fiir das Supremum.

Fiir das Infimum gilt

inf
zeKn\{0}

RA(.’E) = —

sup  —Ra(x)

c€Kn\ {0}
|| Az|]

E41P

sup
z€K™\{0}

— max —|\]

1<i<n

min ||

1<i<n

Also ist Amin(A) eine untere Schranke von R4 (
genvektor, sodass die Infimumseigenschaft folgt.

Beh.:

condy(A) = [|A]l2[[ A2 =

)\min (A) .

x). Analog zu Anax(A) existiert wieder ein Ei-
O

Amax(A>

(A4)

>\min

Beweis. A ist wie in (a) immer noch symmetrisch bzw. hermitesch. Dann gilt nach VL

[All2 = Amax (A)-

Auferdem existiert A=, da A positiv definit und symmetrisch bzw. hermitesch und damit alle
Eigenwerte positiv. Weiter ist A~! ebenfalls symmetrisch bzw. hermitesch, denn A ist symme-

trisch bzw. hermitesch und damit A—lT = (/_XT)_l = A1

Weiter gilt A # 0 Eigenwert von A, dann ist % Eigenwert von A~! zu den selben Eigenvektoren,

denn

1
Av=>2v = A 'Av=2A"" = v=2A"1v = X’U = A1,

Da A positiv definit und symmetrisch bzw. hermitesch, sind alle Eigenwerte positiv und damit

Amax(A71) = m. Damit folgt

mi.

condz(A) = [ Afl2 A7 [l2 = Amax (A) Amax (A7)

Aufgabe 3. Ansatz 1. Bezeichne

Amax (A)

)\min (A) ’

G :={A € K"™" | A untere Dreicksmatrix mit 1-en auf Hauptdiagonale }.

a) Beh.: G ist Gruppe.
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Beweis. (G1) Seien A, B € G mit A = (a;;)};—; und B = (b;;);';_;. Dann ist C' = AB mit
C = (cij)?,jzl. Wegen A, B € G, gilt a;; = b;; =0 fiir i < j und a;; = b;; =1 fiir ¢ = j.
Damit folgt:

n i 0 1<y
Cij = Zaikbkj = Zaikbkj =<1 ‘ 1=7 .
k=1 k=j Z;c:j aikbkj sonst

Alsoist C € G.

(G2) Das neutrale Element ist die Einheitsmatrix F,, € K"*". Diese ist untere Dreiecksmatrix
mit 1-en auf Hauptdiagonale also E,, € G.
(G3) Sei A € G. Dann ist det(A) = 1, wegen der Dreiecksgestalt und allen Hauptdiagonalele-
menten gleich 1. Also ex. A~! € KX,
Zz.: A~' € G. Betrachte die Adjunkte A zu A mit Eintréigen a;; = (—1)"*7|A;;|, wobei Aj;
die Matrix bezeichnet, die durch Streichen der j-ten Zeile und i-ten Spalte in A entsteht.
Seien 1 <4,j < n. Falls i = j. Dann ist a;; = (—1)%|A;| = | A | = 1. Falls i < j. Dann
—
€G
ist A;; obere Dreiecksmatrix mit 0 auf der Hauptdiagonale, oder eine 4 x 4 Blockmatrix,
mit zwei Nullblocken nebeneinander. Also |4;;| = 0 und damit A € G.

Damit folgt mit der 2. Cramerschen Regel:

1 -
Al=—Aeq
A
O
b) Beh.: G ist nicht abelsch.
Beweis.
1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
1 10 01 0J=11 1 0)J#(|1 1 0)=(0 10 1 10
011 011 0 2 1 1 21 0 1 1 0 1 1
O

c) Beh.: LU Zerlegung eindeutig.

Beweis. Sei A € K"*" reguliir und A = LU = LU mit L, L € G und U, U obere Dreicksmatrizen.
Dann ist zunichst U, U regulir, denn: L,L € G, also regulir und die Menge der reguliren
Matrizen in K™*™ Gruppe. Somit

A=LU=LU = L 'A=UAL'A=U.
Damit folgt

A=LU
— A= LU(LU)'LU
— A= A(LU)*LU
— E, = (LU)"'LU
— B, =U"'L7'LU
— U '=L"'Leq.
Da U und U~ obere Dreiecksmatrizen, ist auch das Produkt, analog zu (a) eine obere Dreicks-

matrix, d.h. UU~! € G ist obere Dreicksmatrix, damit folgt UU™! = E,,, also L'L = E,, =
L=1L. Also LU = A= LU. Da L regular, folgt U = U. O



