Algebra I: Ubungsblatt 1 Christian Merten

Aufgabe Al A2 A3 A4 >

Punkte

Aufgabe 1. Beh.: HK = KH = HK Untergruppe von G.

Beweis. Sei HK = KH.

(i) Esistee HNK, also e € HK.
(ii) Seien a,b € HK. Dann ex. hy,hy € H und ki,ky € K, s.d. a = hiky und b = hoks. Dann ist
ab = hy kiho k. Da KH = HK ex. hg € H und k3 € K, s.d. k1he = hgks. Damit folgt, da H
~—~

€KH
und K Untergruppen:

ab = hiki1hoks = h1h3 kigkg c HK.
——
€EH €K
(iii) Sei a € HK. Dann ex. h € H und k € K s.d. a = hk. Dann folgt
at=(hk)'=k'htc KH=HK.
—~—
€K €H

Aufgabe 2. (a) Beh.:a=[] 5 2_.9.

Beweis. Es gilt zuniichst Vg € G: g2 # e gilt (¢971)? # e, denn Inverse sind eindeutig in Gruppen.
Da G abelsch folgt durch Umordnung
H g=e.

geG
g #e
Damit folgt

a:Hg Gab:elsch Hg' Hg: Hg-

geG geG geq geG
g’=e  g’#e 9°=e
——

=e

O
Beh.: a® =e.
Beweis. Es folgt direkt
2
a2 = H g = H g2 = e
geqd geq@
g2 =e g =e
O

(b) Beh.: Fiir p prim gilt (p — 1)! = —1 (mod p).

Beweis. Zunichst ist Z/pZ nullteilerfrei, denn Z/pZ nach LAI Koérper, da p prim. Damit gilt
fiir @ € Z/pZ:

@P=1+=a-1=0+= @+1)(@-1)=0 < a=1odera=—1.

Da p prim gilt auferdem (Z/pZ)* /pZ) \ {0}. Damit folgt

B_1)l= 2 g=1."1="T1.

Das zeigt die Behauptung. O
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Aufgabe 3. (a) Beh.: Z(G) ist Normalteiler in G.

Beweis. Zunichst zeige Z(G) ist Untergruppe in G.

(i) e€ Z(G), denn eh = h = he Yh € G.
(ii) Seien a,b € Z(G) und h € G beliebig. Dann ist

beZ(G) a a€Z(G)

(ab)h hb h(ab).

Also ab € Z(G).
(iii) Sei a € Z(G) und h € G. Dann ist

_1a€Z(G) _
1 :()al

a'h=a"'h aa aha™! = ha™'.

Bleibt zu zeigen, dass Z(G) Normalteiler. Dazu sei a € G. Dann folgt wegen der Kommutativitét
des Zentrums direkt
aZ(@)a ™t =aa ' Z(G) = Z(G).

(b) Beh.: G/Z(G) zyklisch = G abelsch.

Beweis. Sei G/Z(G) zyklisch. Dann ex. g € G, s.d. (g) = G/Z(G). Seien nun a,b € G beliebig.
Dann ist ex. n,m € N, s.d. a =g" = ¢" und b = g™ = g™.

Also ex. hy,hy € Z(G) s.d. a = h1g"™ und b = hog™. Damit folgt unter mehrfacher Ausnutzung
der Zentrumseigenschaft fiir A; und ho:

ab=h1g"hag™ = h19"g"ha = h1g™g"ha = hag™h1g" = ba.

O
Aufgabe 4. (a) Beh.: D, ist eine Untergruppe von GLa(R).
Beweis. (i) Ey € Dy, denn E5(00) =[O
(ii) Seien A, B € D,. Dann ist
(AB)(O) = A(B(O)) = AO) =00.
Also AB € D,
(iii) Sei A € Dy. Dann ex. A~! € GLy(R) und es gilt
_(4-1 _ g-1 _ 41
O= (AfEA)(D) =A"(AO) =A""(0O).
Also A=! € D,.
O

(b) Beh.: ord(Dy4) = 8.

Beweis. Zunichst gilt fiir A € Dy: A ist isometrisch, also ist nach LAT A immer eine Drehspie-
gelung um (0,0).

Damit bleiben fiir [J genau 4 erhaltende Rotationen und 4 Spiegelachsen. Damit folgt die Be-
hauptung. O

(c) Die Punkte von O sind durch den festen Abstand der Eckpunkte von einander eindeutig durch
ihre zwei benachbarten Ecken festgelegt.
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Damit ex. eine injektive Abbildung ¢ : Dy < Sy4. Es reicht also die Permutation der Eckpunkte
anzugeben. Diese sind:

_(r 23 4 _
=11 2 3 4)7!
/1 2 3 4
=4 1 2 3
(1 2 3 4
B=\3 4 1 2
/1 2 3 4
=12 3 41
(1 2 3 4
=4 3 21
/1 2 3 4
6=\2 1 4 3
(1 2 3 4
T=\3 2 1 4
(1 2 3 4
®=\1 4 3 2/



