Analysis III: Ubungsblatt 1 Leon Burgard, Christian Merten

Aufgabe Al A2 A3 A4 >

Punkte

Aufgabe 1. Beh.: A, ist eine o-Algebra auf X.

Beweis. (i) X € A, denn pu(0) =0, da u Mah und XAX = 0. Mit (i) ist auch ) = X¢ € A,,.
(i) Sei A€ A,. Dann ex. B,C € Amit ;(C) =0 und AAB C C. Dann ist

A°A B = A°\ B°UB°\ A° =B\ AUA\ B =AABCC
€A

Also A € A,,.

(iii) Sei A; € A, fiir i € N. Dann ex. Vi € N ein B; € A und p-Nullmenge C; € A, s.d. A;AB; C C;.

Betrachte nun B := | J;cy B; und C := |, Ci- Es ist B,C € A da A o-Algebra. Aukerdem ist
w(C) =0, wg. o-Additivitit von u. Damit folgt

e (U)oU)
(Um\UBJU<U&\UAJ

€N €N ieN ieN
C (UAi\BZ) U <U Bi\Ai>
€N €N
=J A\ BiUB;\ 4;)
€N
c C;
=C.

Beh.: 1 ist ein MaR.

Beweis. (i) Z.z.: i wohldefiniert. Sei dazu A € A, und B,B’,C,C" € A, s.d. AAB C C und
AAB’ C C'. Definiere C := C U’ € A Es folgt direkt u(C') = 0. Es gilt weiter

C > (AAB) A (AAB') = ANAABAB
—_— = =
cc ccr =0
= BAB’

=B\B UB'\B.

Also insbesondere B\ B’ ¢ C'und B’ \ B ¢ C. Mit B = (B\ B') U (BN B’) disjunkt und der
o-Additivitdt von p folgt

w(B) = u(B\B') + u(BNB')
H/"—/
cC
=0+u(BNB)+0
=uw(BNB')+u(B'\ B)
H,~_/
cc
= u(B").

Also 7z wohldefiniert.
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(ii) Z.z.: (@) = 0. Es ist OAQ = 0, also u(0) = u(0) = 0.
(iii) Die o-Additivitét folgt direkt aus der o-Additivitat von p.
O

Aufgabe 2. a) Beh.: Es existiert kein Wahrscheinlichkeitsmaff v: &#(X) — {0,1} mit v(A) =0
fiir alle endlichen Mengen A C X.

Beweis. Ang. es existiert ein Wahrscheinlichkeitsmaf v: #(X) — {0,1}. Dann ist v(]0, 1]) = 1.
Definiere nun induktiv: Iy = [0,1]. Fiir Iz teile Ij beliebig in zwei disjunkte Teilintervalle
ABC I, mit ANB=0, AUB = I; und A,B # 0. Da pu(I;) = 1 und A und B disjunkt
folgt mit der Additivitdt von v, dass entweder v(A) = 1 oder v(B) = 1. Wahle dann I = A
oder Iy+1 = B, s.d. v(I;) = 1. Damit ist Iy ; I;. also I, monoton fallend und I \, {«} fiir
x € [0,1]. Auferdem gilt nach Konstruktion v(I;) =1 Vk € N. Damit folgt nach VL

Jim (1) =1#£0=p({z}) %

b) Beh.: A ist eine o-Algebra.

Beweis. (i) X € A, denn X¢ = ) endlich. (} selbst endlich.

(ii) Sei A € A. Falls A hochstens abzihlbar, dann ist (A¢)° = A hochstens abzihlbar, analog
fiir A hochstens abzidhlbar. Also A¢ € A.

(iii) Sei A; € A Vi € N. Falls A; hochstens abzdhlbar Vi € N ist |
also J;en Ai € A.
Falls 3j € N, s.d. A; € A iiberabz&hlbar, dann ist .A° hochstens abzihlbar nach Definition.

Damit folgt .
(U Ai> = () A5 C 45

€N €N

;en Ai ebenfalls abzéhlbar,

Also (U;en Ai)c héchstens abzahlbar.

Beh.: u definiert ein Maf auf A.

Beweis. (i) Es ist u(@) = 0, denn () endlich.

(ii) Sei A; € Amit A;NA; = fiir i # j. Falls Vi € N A; hochstens abzéhlbar, dann ist | J; A
auch hochstens abzdhlbar also folgt

7 (U Ai> =0="> u(A).

€N 1€N

Falls ein ¢ € N existiert, s.d. A; iiberabzihlbar, dann gilt u(A4;) = 1, A¢ nach Definition von
A abzéhlbar und | J;, oy A liberabzéhlbar. Da A; paarweise disjunkt, folgt Vj € N: A; C Af,
also A; hochstens abzéhlbar. Damit folgt

> u(Ar) = p(A) + > M(Ak)=1+0:1:u<u Ak>.

keN kEN, k#i kEN

O

c¢) In (a) ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf dem gesamten Potenzraum gefordert, in (b) nur auf der
Untermenge A & 2(X), denn beispielsweise weder [0, 3] € R noch [0, 1]° C R sind hochstens
abzihlbar. Deswegen liegt kein Widerspruch vor.

Aufgabe 3. a) Beh.: Z n-System =— 2 o-Algebra.
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Beweis. Sei 9 ein m-System. Dann gilt

(i) X € Z klar, da 2 Dynkinsystem.
(i) Ae 9 = A° € 2 klar, da Z Dynkinsystem.

(iii) Sei nun A; € 2 Vi € N. Da fiir zwei Mengen A,B C 2 gilt A\ B = AN B°. Da 2
Dynkinsystem und 7-System ist, folgt A N B¢ € 2. Also folgt insgesamt A\ B € 2.

Konstruiere nun induktiv By == A; und By11 == Agy1 \Uf:1 B;. Es ist wegen oben B, €
und nach Konstruktion B;NB; = 0 Vi, j € Nmit ¢ # j. Damit folgt wegen D Dynkinsystem

Jai=B e

1€EN €N

b) Beh.: (D) ist Dynkinsystem.

Beweis. (i) Es ist 0 € 5#(D), denn 0 N D = @ € %, da %y Dynkinsystem. Ebenfalls ist
X e H(D),denn X ND =D € P.

(ii) Sei A € #(D). Dann ist AN D € %,. Da 2, Dynkinsystem folgt:
AND=(X\AND=(XND)\(AND)=((XND)UAND)) € %.

(iii) Sei A; € A(D) Vi € Nmit A, NA; =0 Vi,j € N,i # j. Dann folgt direkt, da die 4,
paarweise disjunkt sind und %y Dynkinsystem:

(UAJHD:[M&HMG@U

€N ieN o

c) Beh.: #(D) = 9 fiir alle D € 2.

Beweis. (1) Z.z.. HK) =9y VK € %
Sei K € . Dann ist & C J(K), denn fir A € % gilt ANK € & C Yy, da
m-System.
Da wegen (b) ¢ (K) Dynkinsystem und %, kleinstes Dynkinsystem, das % enthélt, folgt
Py C A (K). Auferdem ist nach Definition J#(K) C %, also folgt 7(K) = %p.

(2) Z.z.: # CH(D)VD € D.
Sei D € Zy und K € % beliebig. Da D € 9y = #(K) (wg. 1) folgt K N D € Z,. Also
auch K € s7(D).

(3) Seinun D € %,. Da (D) Dynkinsystem, das ¢ enthélt folgt wie in (1), dass 57(D) = Z.
O

d) Beh.: o(%) C 2.

Beweis. 2 ist m-System, denn %y # () und fiir A, B € 9, betrachte: A € 57 (B) = Dy. Damit
folgt ANB € 2.

Mit (a) ist Py also o-Algebra, die mit (c) # enthilt. Da % kleinstes Dynkinsystem ist, das ¢
enthilt, und jede o-Algebra auch Dynkinsystem ist und % selber o-Algebra, folgt

5(H) =Dy =0o(X).
Da bereits 2 D ¢, folgt (%) C 2. O

Aufgabe 4 (Zusatzaufgabe). a) Beh.. A, ={z € X:z € A, ffa. ke N}



Analysis III: Ubungsblatt 1 Leon Burgard, Christian Merten

Beweis. Sei x € X. Dann gilt

xeA*@er ﬂAm

n>1lm>n
<— dneN:Vm>n:xz €A,
< 1z € A, fir fast alle k € N.

O
Beh.: A* = {x € X: z € Ay, fiir unendlich viele k € N}.
Beweis. Sei x € X. Dann folgt
r€EA" < zx¢€ ﬂ U A
n>1m>n
<~— VYneN:ImeNn>m:z €A,
<= x € A, fiir unendlich viele & € N.
O

b) Verwendet werden im Folgenden die Charakterisierungen aus (a).

Beh.: x4, = liminfy_ oo x4, -
Beweis. Sei x € X. Falls x € A,: Dann ex. ein k € Ns.d. Vn > k: x € A,,, also x4, (z) =1 also

liminf x4, (z) = sup inf x4, (z) =1 = xa,(2).

n—00 neNmM>n
Fallse ¢ A VneN:JkeNk>n: 2 € Ay = xa,(z) =0, also

liminf x4, (x) =0 = xa, (x).

n— oo

Die Behauptung fiir den limes superior funktioniert exakt analog.
¢) Beh.: A, =0 und A* =[0,1).

Beweis. Bemerke: Fiir x € [0, 1) existieren oo-viele Ay mit z € Ay und co-viele Ay mit = & Ay,
denn die Ay, bilden immer feinere Unterteilungen des Intervalls [0, 1).

Damit folgt die Behauptung aus den Charakterisierungen aus (a). O



