Einfiihrung in die Numerik: Ubungsblatt 3 Leon Burgard, Christian Merten

Aufgabe Al A2 A3 A4 >

Punkte

Aufgabe 1. a) Einheitssphire

T

l1, Rot: || - |l2, Grin: || - ||eo

Abbildung 1: Blau: || -

b) Sei x € R™ beliebig. Dann ist

n C.S.U.
Izl = lok-1] < llzllz - 112 = valzl.

k=1

n n
lella = | D lanl? < | D lzscll? = Vallz]Z = Va2

k=1 k=1

Auflerdem ist

et

|2k S $k|2 (BB
Z|xk| = [z Z ” || > [|z]|2 Z = ||zl B ”5 = ||z]l2
2

k=1

[l

n
Dzl 2 ViellZ = Izl
k=1

Damit folgt
lzll2 < llzlly < Vol
2lloo < ll2ll2 < Vrll2]loo-

Die anderen Kombinationen folgen durch Multiplikation mit f Fiir n — oo ist v/n — 0.

Aufgabe 2.
1—cosz
fla) = —222,
a) Esist

df wsinz—1+cosz
dr x2 ’

Damit folgt
rsinx — 1+ cosz

1 —cosx
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Fir x = g + 27k ist

also f schlecht konditioniert.

b) Fiir die Rundungsfehler der einzelnen Operationen gilt fiir |e1], e2], |es| < eps
a=cos(z)(1+e1)
b=(1-a)(1+e)=1—cosx+es— (e1+ez)cosx

Damit folgt

. 1 —cosx+ ey — (e + excosx) + e3 — ez cos(x)

falz) = -
Also
fa(z) = f(z) . cosw
f(z) o 1fcosxel+62+63'
Wegen 27— 220, 50 > k st dieser Algorithmus numerisch instabil.

¢) Durch Umformungen, lasst sich die ausléschende Subtraktion 1 — cosx vermeiden:
.2
fla) = 22
Mit |e1], le2|, les], |eal, les], les] < eps folgt fur die Rundungsfehler:
a = sin(z)(1 + e;)
b=a*(1+ ey) = sin®(z) + sin®(z)(2e1 + e3)
¢ =cos(z)(1+ e3)
d=xc(l+e4) =2zcosz + (e3 + eq)x cos(z)
e=xz+d(l+e5)=z+xzcos(x)+ (e3 + eq + e5)x cos(r) + eqw
Damit folgt
sin?(z) + sin(x)(2e1 + e2) + eg sin?(z)

x + xcos(x) + (e3 + eq + e5)x cos(x) + eqx

fa(z) =

Also gilt

fa(z) — f(z) . 2e1+ea+eg—ea—(eates) 1iiso(i)x) a1 561+ e +eg —eq — 3e3

f(z) L+ eq+ (2 + e3) il L+es+ Sex+ Ses
Wegen 1+e4+ %62 + %63 > 1, folgt, dass die Verstérkungsfaktoren der Rundungsfehler fiir z < 1
nahe 1 sind, also ist der Algorithmus numerisch stabil.

Aufgabe 3. a) Die Matrix ist eine N —1 x N — 1 Matrix, da eine Gleichung fiir jeden Knoten bis
auf den Referenzknoten existiert.

b) Jeder Knoten hat entweder 2 (Ecken), 3 (Aukenkanten) oder 4 (im Inneren) ein oder ausge-
hende Kanten. Die mit der Pumpe verbundenen Knoten, haben jeweils eine Kante mehr. Die
zugehorigen Zeilen haben damit immer 1 + Anzahl der verbundenen Kanten Eintrége ungleich

0.
c) Die Matrix ist quadratisch und hat vollen Rang und hat damit eine eindeutige Losung, wenn
qp 7 0
d)
3 -1 0 -1 0 0 0 O D1 0
-1 2 0 0 -1 0 0 0 D2 0
o 0o 3 -1 0 -1 0 O D3 0
-1 0 -1 4 -1 0 -1 0 |]|pa 0
o -1 0 -1 3 0 0 -1 D5 0
o o -1 0 0 2 -1 0 D6 0
o o o -1 0o -1 3 -1 D7 0
o o o o0 -1 0 -1 2 D8 dp
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Aufgabe 4. a) Sei x € R\ {0}. Dann ist

(Asz, )9 = <;Ax + ;ATx,x> = %(Az,x) + %(AT.T,I) = %ITATI + %I’TAI’

2
= %xTAT:c + % (mT(Am))T = %:z:TAT:r + %xTATo: =27 ATz = (Ax, x),.

Damit folgt die Behauptung.

b) Sei X C {1,2,...,n} beliebig und Ax nicht positiv definit. Dann ex. ein # € RI*l \ {0} mit
Axx < 0. Dann erginze  zu x € R™ mit

z, 1€ X
xT; = .
0 sonst

Dann ist 27 Az = 27 AxZ < 0, also ist A nicht positiv definit.

c) Mit (a) folgt: A g.d. positiv definit, wenn

9 _a
As:< : 2).
-2 2

positiv definit ist. Dies ist mit dem Hauptminorenkriterium fiir symmetrische Matrizen g.d der
Fall, wenn

2 —

-2 2

—16—-a’>0
= |a| < 4.

—r =7 —\T =T
d) Zundchstist A" =H H = (HTH) =H H = A. Also ist A hermitesch.

Sei nun A positiv definit. Dann sind, wegen A hermitesch, alle Eigenwerte reell und positiv. Also
gilt det(A) > 0, damit Rg(A) = n. Also

n=Rg(A) = Rg(H H) < min{Rg(H ), H} = Rg(H) < min{n, m} = n.

Also Rg(H) =n.
Sei nun Rg(H) = n. Es ist A semidefinit, denn Vo € C™ gilt

— g T —
(H Hz,z)s = 27 (HTH) 7=2THTHz = (Hz)" (Hz) >0 ().
Mit dem Rangsatz ist aufserdem:
n =dim(C") = Rg(H) + dim ker H = n + dim ker H = dim ker H = 0.

Also folgt Vo € C™ \ {0}: Hx # 0, also folgt mit (x) A positiv definit.



