Analysis II: Ubungsblatt 3 Leon Burgard, Christian Merten

Aufgabe Al A2 A3 A4 >

Punkte

Aufgabe 1. Fiir x,y € R seien Abbildungen d;: RxR — R, i =1,...,5 definiert;:

(a) dq(z,y) = (z —y)? ist keine Metrik, denn
d(1,3) =4>2=1+1=d(1,2) +d(2,3).
(b) da(z,y) = \/|]z — y] ist eine Metrik denn Vz,y, z € R gilt:
(M1) da(z,y) = /|7 —y| >0 und
do(z,)) =0 <= ]z —y|=0 <= [z —y|=0 <= z—y=0 < z=1y.

(M2) da(z,y) = |z —yl = /]y — = = da(y, z)
(M3) Es gilt

|t =zl =lv—y+y—z|<|z—yl+|y—z < |z —y|+ 2|z —ylly — 2| + |y — 2].

Damit folgt

|z —z| < |z —yl+ 2|z —ylly — 2| + |y — 2|

V>0
S dy(2,2) = Ve — 2| < Ve =yl + Vy — 2 = da(2,y) + da(y, 2).

(c) dz(x,y) = |v? — y?| ist keine Metrik, denn
d(—=1,1) = |(-1)* = 1?| = 0.
aber —1 # 1 in R.
(d) dy(z,y) = |z — 2y| ist keine Metrik, denn
di(3,2) = [3-2-2| =1£4=12—2-3] = dy(2,3).

(e)

Aufgabe 2. Sei (X, d) ein metrischer Vektorraum iiber K € {R,C}. Die Metrik d: X x X — R erfiille
die gegeben Eigenschaften.

Beh.: ||z]|4 := d(z,0) Yz € X ist eine Norm auf X.

Beweis. Seien z,y € X und a € K.

d Metrik
(N1) [|zflq = d(=,0) =

=0 2" (2,00 =0 <= ||z)la=0

(N2) Jlazlls = d(az,0) = |ald(z,0) = |a||za
(N3) Dreicksungleichung:

le+yl = d+y,0)

= d(y,—x)

d Métrik d(—.’IJ, y)
d Metrik

2 d(z,0) +d(y,0)
= lzlla + llyla-



Analysis II: Ubungsblatt 3 Leon Burgard, Christian Merten

(a)

O
Aufgabe 3. Seien p,q € R mit p,q > 1, l + % 1
Definiere
F(#) = (a”)"- (b
Es folgt
f'(t) = (plna —qnb)?- f(1).
~~
>0 >0
Also ist f(t) konvex. Es ist mit %—f— % =1 = % =1- %. Mit A = 5795 =1 und y = 0 folgt
damit ) ) . b
ab=ar?pr(173) = f (> < —f(1)+ <1 - ) Foy =2+ 2
p p p p q

(b)

Aufgabe 4. Sei

By:={feC([0,1]) [ [[fllo <1}

die abgeschlossene Einheitskugel.

(a)

Beh.: Die Folge (f,)nen mit

[ ta) 11w [t ]
Jnl) = {O sonst '

erfiillt die Eigenschaften.

Beweis. Sei n € N beliebig Zun:’a’uchst ist f, stetig, denn: Vz € (5, 5 ) ist f, als Polynom
stetig. Fir z € [0,1] \ [ ] ist f,, als konstante Funktion stetig. Auflerdem gilt

2nF15 2n
22n+4 1 3 2 1
lim f, 0+122"+4( ) +1n() lim  f, ().
x/‘2n+1 f ( ) 22n+4 on+1 on+2 f on+1 9”\2nl+1 f ( )

Analog fiir x = %

Weiter ist || fn|loo = 1, denn fiir z € [0,1] \ ( ST 2,L) ist f,(z) = 0 und fiir z € [2n1+1, 271] ist
der Scheitelpunkt der Parabel mit Typae = srgz als Maximum mit f (Zmaz) = 1 gegeben.

Sei nun m € N mit m # n und = € [0,1]. O.E. sei m > n. Falls © € (2n1+1, 2n) dann ist

fm(@)=0,denn m >n — m>n+1 = Q%S 2,}“.

Falls x € (2m+1, 2%) ist analog f,(z) = 0.

Sonst gilt f,,(z) = fm(x) = 0.

Damit folgt f,,(z)fm(x) =0. O

Beh.: Eine Folge (f,,)nen mit den in (a) gegebenen Eigenschaften, hat keine konvergente Teilfolge.

Beweis. Sei (fn)nen € By mit || fn]leo =1Vn € Nund f,,(z) fr(z) =0V € [0,1],n,m € N,n #
m.

Sei weiter f € C([0, 1]) beliebige Funktion und (fn, )ken C (fn)nen Teilfolge.
k—o0
Ang.: || fay = fllooe =0

Ang.: || f]loo # 1. Dann sei € = % Dann gilt Yk € N || fp, |l = 1, also folgt

e = I 2 L= fllsc] > € 9.
Damit ist || f||co = 1. Sei nun 4, € [0, 1] beliebig mit f(zpqs) = 1.

Falls Yk € N gilt fo, (Tmaz) =0 = || fu, — fl| > 1 VE € N.
Falls 3k € N mit fy, (¥mas) = 1: Dann gilt Vm > k:

R nullteilerfrei

fnk(xmaz) . fnm(l'max) =0 — fnm(mmax) =0 = Hf - fnm”oo > 1

Also konvergiert f,,, nicht gegen f. O



