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Aufgabe A1 A2 A3 A4
∑

Punkte

Aufgabe 1. a) Einheitssphäre

1

1

x1

x2

Abbildung 1: Blau: ‖ · ‖1, Rot: ‖ · ‖2, Grün: ‖ · ‖∞

b) Sei x ∈ Rn beliebig. Dann ist

‖x‖1 =

n∑
k=1

|xk · 1|
C.S.U.

≤ ‖x‖2 · ‖1‖2 =
√
n‖x‖2

‖x‖2 =

√√√√ n∑
k=1

|xk|2 ≤

√√√√ n∑
k=1

‖x∞‖2 =
√
n‖x‖2∞ =

√
n‖x‖∞.

Auÿerdem ist

‖x‖1 =

n∑
k=1

|xk| = ‖x‖2


n∑
k=1

|xk|
‖x‖2︸ ︷︷ ︸
≤1

 ≥ ‖x‖2
(

n∑
k=1

|xk|2

‖x‖22

)
= ‖x‖2

‖x‖22
‖x‖22

= ‖x‖2

‖x‖2 =

√√√√ n∑
k=1

|xk|2 ≥
√
‖x‖2∞ = ‖x‖∞.

Damit folgt

‖x‖2 ≤ ‖x‖1 ≤
√
n‖x‖2

‖x‖∞ ≤ ‖x‖2 ≤
√
n‖x‖∞.

Die anderen Kombinationen folgen durch Multiplikation mit 1√
n
. Für n→∞ ist

√
n→∞.

Aufgabe 2.

f(x) =
1− cosx

x
.

a) Es ist
df

dx
=
x sinx− 1 + cosx

x2
.

Damit folgt

k =
x sinx− 1 + cosx

1− cosx
.
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Für x = π
2 + 2πk ist

k =
x− 1

1
= x− 1

k→∞−−−−→∞,

also f schlecht konditioniert.

Aufgabe 3. a) Die Matrix ist eine N − 1×N − 1 Matrix, da eine Gleichung für jeden Knoten bis
auf den Referenzknoten existiert.

b) Jeder Knoten hat entweder 2 (Ecken), 3 (Auÿenkanten) oder 4 (im Inneren) ein oder ausge-
hende Kanten. Die mit der Pumpe verbundenen Knoten, haben jeweils eine Kante mehr. Die
zugehörigen Zeilen haben damit immer 1 + Anzahl der verbundenen Kanten Einträge ungleich
0.

c) Die Matrix ist quadratisch und hat vollen Rang und hat damit eine eindeutige Lösung, wenn
qp 6= 0.

d) 

3 −1 0 −1 0 0 0 0
−1 2 0 0 −1 0 0 0
0 0 3 −1 0 −1 0 0
−1 0 −1 4 −1 0 −1 0
0 −1 0 −1 3 0 0 −1
0 0 −1 0 0 2 −1 0
0 0 0 −1 0 −1 3 −1
0 0 0 0 −1 0 −1 2





p1
p2
p3
p4
p5
p6
p7
p8


=



0
0
0
0
0
0
0
qp


.

Aufgabe 4. a) Sei x ∈ Rn \ {0}. Dann ist

(Asx, x)2 =

(
1

2
Ax+

1

2
ATx, x

)
2

=
1

2
(Ax, x) +

1

2
(ATx, x) =

1

2
xTATx+

1

2
xTAx

=
1

2
xTATx+

1

2

(
xT (Ax)

)T
=

1

2
xTATx+

1

2
xTATx = xTATx = (Ax, x)2.

Damit folgt die Behauptung.

b) Sei X ⊆ {1, 2, . . . , n} beliebig und AX nicht positiv de�nit. Dann ex. ein x̃ ∈ R|x| \ {0} mit
AXx ≤ 0. Dann ergänze x̃ zu x ∈ Rn mit

xi :=

{
xi i ∈ X
0 sonst

.

Dann ist xTAx = x̃TAX x̃ ≤ 0, also ist A nicht positiv de�nit.

c) Mit (a) folgt: A g.d. positiv de�nit, wenn

AS =

(
2 −α2
−α2 2

)
.

positiv de�nit ist. Dies ist mit dem Hauptminorenkriterium für symmetrische Matrizen g.d der
Fall, wenn ∣∣∣∣∣ 2 −α2

−α2 2

∣∣∣∣∣ = 4− α2

4
> 0

⇐⇒ 16− α2 > 0

⇐⇒ |α| < 4.
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