Einfiihrung in die Numerik: Ubungsblatt 7 Leon Burgard, Christian Merten

Aufgabe Al A2 A3 A4 >

Punkte

Aufgabe 1. a) Mit der Block LU-Zerlegung von A folgt

A= ( Id O) (AH Alg) _ ( A11 A12> _ (All A12 )
A21A1_11 Id 0 S A21A11A1_11A22A1_11A12 —+ S A21 A21A1_11A12 + S ’

Damit folgt
Ago = A21A1_11A12 +85 = S=A3— A21A1_11A12~

b) Sei A hermitesch und positiv definit. Dann ist

— T —T
a7 _ A Asr ) (Au A12) )
=|l—r —17]|= = A.
A A Az Ago
. —T —T
Damit folgt A;; = Aj; und A5 = As;. Dann folgt

—=T ——T —— 1 ——-T—T —
S = A22 - A12 All A21 = A22 - A21A111A12 = 5.

Also S und A;; hermitesch. Da A hermitesch und positiv definit, sind alle fithrenden Haupt-
minoren positiv, d.h. auch alle fiihrenden Hauptminoren von Ay sind positiv, d.h. A;; positiv
definit.

Aufgabe 2. Beh.: Der Algorithmus ist wie angegeben durchfiihrbar.

Beweis. Induktionsbehauptung: V1 < j < n: u; # 0 und |u;| > |b;|. Endliche Induktion iiber j < n.
j: 1wy =aq 7é 0. |’U,1‘ > ‘b1|

Sei j < n und Induktionsbehauptung fiir j — 1 gezeigt. Dann gilt u;_; # 0, also [; = jil und

u

U; = a; — uJCil bjfl. Damit folgt

G

|uj| = |a; —

bj,1

Uj—1

[
2 |laj| = ‘u,j 1||bj—1|
i

b
> 11+ el (1- L=
— |uj—1]
#0

——
ILV.:<1
> ‘bJ| > 0.

Das zeigt die Induktionsbehauptung.
Fiir j = n folgt ganz analog

Cn
an — bn—l
Un—1

> [l (1~ 5227

<1

lun| =

> 0.

Beh.: Der Algorithmus liefert die angegebene LU-Zerlegung.
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Beweis. Es miissen je Zeile nur die ¢; eliminiert werden. Das wird mit [; = ¢; /u;_1 erreicht. Da b; # 0,
wird noch die Diagonale modifiziert um —/;b;_;. Die b; werden nicht veréndert, da die Elemente in

A oberhalb der b; null sind. Damit folgt die angegebene LU-Zerlegung. O

Beh.: det(A) # 0.

Beweis. Es ist det(A) = det(L) - det(U) =1 -uy---u, #0 O
#0

Aufgabe 3. Sei A € R"*"™ gegeben durch

a)

+1 i=jVj=n

aij: —1 Z>j
0 sonst
Es gilt nach VL fiir 1 <k < n:
l(k)_ 0 1<i<k
L aik/akk k<z§n

Fiir 1 <7 < n gilt: Wegen a;; = 0 fiir j > ¢, werden die Pivotelemenete a;; = 1 nicht modifiziert.
Damit folgt

0 i<j
lijz +1 =73,
N

also |l;;| < 1. Da l;; = —1 fiir ¢ > j, gilt fiir ¢ > k:
k k-1 k
agn) = agn ) - (_1) 'a’;en)'

Damit folgt

w  JulEY 1<i<k WY 1<i<k
u = —
el k1 <i<n s |20V k4+1<i<n
Insgesamt folgt
Upp = 07D = 24" = = gn—1y (1) — o=t

Verwende Spaltenvertauschungen ) € R™*"  j-te Spalte von @ gegeben als

Qj:{e” j=1

€51 1<j§’l’b.
Dann hat AQ die Form
+1 j=1Vvi+l=j

(AQ)MZ -1 j#1INj<i+1.
0 sonst

Induktion iiber n. Fiir n = 2 gilt
1 1 1 1 1 0 1 1
A= (—1 1> — AQ= (1 —1) = (1 1) (0 —2)'
=:L =:U
Es gilt also up, = —2, insbes. |u,,| = 2 = max{|1],| — 2|}.

Sei nun n € N beliebig und Beh. gezeigt fiir n — 1. Dann ist

0

SN
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Wende Operationen der Gaufs-Elimination von A e R=Dx(n=1) gyt AQanFirl1<i<n-—2
gilt a;, = 0, also bleibt n-te Spalte unveréndert. Letzte Zeile zu 0 eliminiert, bis auf a,,(,; = —1.

Nach LV. gilt jetzt a’(nfl)(nfl) = —2. Mit I = 1 folgt

Upy = a“/nn = Gnn — O(n—1)n = —1—-1=-2.

Es ist weiter
0 1<i1<n—-1
Upi = Qs = {1 i=n—1
-2 1=n

Damit folgt die Behauptung.

Aufgabe 4. siehe prog iterative_solvers.cc und iterative solvers_plot.png.



