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Aufgabe A18 A19 A20 A21 >

Punkte

Aufgabe 18. Sei K ein Korper, n € N, A€ M, ,(K) und I, :={f € K[t] | f(4) =0}.

(a) Beh.: I, C K[t] ist ein Ideal und P2 € 1 4.

Beweis. 14 ist Ideal, denn

(I1) 0 € 14, denn 0(A) =0.

(I2) Seien f,g € I4. Dannist (f +g)(A4) = f(A)+g(A) =0+0=0, also f+g € I4.

(I3) Sei f € I, und r € K[t]. Dann ist (f -r)(A) = f(A) - r(A) =0-r(a) =0 = rf € 14.
Mit dem Satz von Cayley-Hamilton gilt x5 (4) =0 = x5 € I4. O

min)

(b) Beh.: Es ex. ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom 3™ € K[t] \ {0} mit 14 = (x4

Beweis. Es ist P8 £ 0 und P8 € I,, also Iy # (0). Wegen K[t] HIR ex. ein bis auf
Assoziiertheit eindeutig bestimmtes Polynom f € K[¢] \ {0} mit (f) = I4. Da K Korper, ex.

min

genau ein normiertes Polynom y%® mit x73i® 2 f und damit (xXBin) = 4. O
(c) Sei A € K. Beh.: x§in(\) =0 < xPar()\) = 0.
Beweis. Sei A € K mit ¥ (\) = 0. Dann ist A Eigenwert von A zu Eigenvektor v € K™ \ {0}
mit Av = . Fiir f € K|[t] gilt dann:
fAv=aw+aAv+...+a, A™v
=agv +a v+ ...+ an A"
=agv +ai v +...+a, v
= f(Av
Damit folgt
0= X3 (A)v = xT" (Mo
Wegen v # 0, folgt x3i?(\) = 0.
Sei nun BR(X) = 0. Wegen P € (%im) ex. ein f € K[t] mit x5 = f - y3®. Damit folgt
XA = FO) - XE V) = fF(N) - 0=0.

(d) Sei B € M, ,(K). Beh.: B A = Ip =14 und }'5'" = %o,

Beweis. Sei B ~ A. Dann ex. S € GL,,(K) mit B = SAS~!. Es ist

—E,
—
(SAS ™ Hm =8A8"1.8A87 . ... SAS!

m-mal

=5Ams~!
Damit folgt

f(SAS™Y) = iak(SAS_l)k
k=0

= Z akSAkSA
k=0

=5 ap AN .57
k=0

= Sf(A)S.
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()

Also gilt
felx
— f(A)=0
22 5F(4)S7t =0
s f(SASH =0
<~ f(B)=0
— felg.

min min min min ]

Also ist (x§") = 4 = Ip = (\’3™) und, wegen x3® und xB" normiert, 3" = x™
: 1 0). min char
Beh.: Mit A := 0 1 ist x4 # xG.

Beweis. Es ist Py = (tB 1 tE 1)_ Also ¢1(A) = c3(A) =t — 1, also mit 19(b) Xinn — 11,
aber X" = det(Py) = (t — 1) # 1 — 1 = X" =

Aufgabe 19. Sei K ein Korper.

(a)

min

Sei g € K[t] nichtkonstant und normiert mit Begleitmatrix B,. Beh.: x5 = g.
Beweis. Zunéchst z.Z.: deg(xrgi“) > deg(g). Ang. es ex. ein 0 # f € I4 mit N> m :=deg(f) <
deg(g) =:n € N. Es gilt Vk € Nmit k < n:

B;’“el = BsilBgel = B;’“*leg = ... = €Ck+1-

Damit folgt
ao
ai

f(Bg)er = aper + area + ... + amemi1 = | am | =0.

0
Alsoagy=a1=...=a, =0 = f=0 4. Da BN £ 0 = deg(xF") > deg(g).

Da xPar € (y3in), ex. ein r € Klt] mit g = xpar = p . ymin, Da K[t] nullteilerfrei, folgt also
deg(g) = deg(x4*") > deg(x’}™). Damit folgt deg(g) = deg(x’4™") und X3™ | g. Da g und x3™

normiert, folgt g = 3. O
Seien n € N und A € M, ,,(K) mit Invariantenteilern c¢;(4),...,c,(A) und c1(4) | ... | en(A).
Beh.: ¢, (A) = x%in,
Beweis. Seien g, ...,g, die nichtkonstanten Invariantenteiler von A. Dann ist g, = ¢, und
A= By, .4 Bg,..g. ist diagonale Blockmatrix, d.h.
k
By 0
k _
Bgly-“fg'r - 0
k
Bgr

Damit folgt fiir f € K[t] beliebig.

'f E IBEllv-wgr
= f(Bg,) =0 Vk=1,...,r

—= g | f Vk=1,...)r

g1lgz2]-.|gr
Cogrlf

—
=  f=ay9
—  felo)
Also folgt (cn) = (9,) = Ip,, . D I4. Da ¢, normiert, folgt also ¢, = Y%, O
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Aufgabe 20. (a) Esist n =8, x5 = c5(A) - c7(A) - cg(A) = (t+1)-t(t+1)-2(t+1)2 = 3(t+1)°
und 3 = cg(A) = t3(t + 1)°.

(b) Es ist di(A) = ... = ds(A) = 1. dg(A) = c5(A) = t + 1, d7(A) = cs(A) - er(A) = t(t + 1)2,
ds(A) = ds(A) - cs(A) = £3(t +1)°.

00 0 0 O

A= Begeres = 100 0 O
0 0 01 0 0 -1
00 1 0 -3
00 01 =3

(c) Die Weistrafiteiler sind hy =t + 1, hg =t, ha =t + 1, hy =%, hs = (t + 1)3.

1.0 0
0
0 —1 0
00
A Bhy hyhghans = | 0 0 0 [1 O] 0
0 1
0 0 0 0 1 -3
-3

Aufgabe 21. Fir A = ((1) g) € M, »,(Q) gilt:

t -2 10
PA_(—I t)N(O t2—2)'

Also sind ¢;(A) = 1 und c(A) = t? — 2. Uber Q ist t? — 2 irreduzibel, also hy = t?> — 2. Damit folgt
fiir die Weierstraftnormalform
0 2
A ~ Bhl - (1 0) .

Uber R ist t2 — 2 reduzibel als 2 — 2 = (t +v/2) (t — V2), also folgt

N — N——
—ihy —ihs
V2 0
A ~ Bhl,;Lg = ( 0 _\/5



