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Aufgabe A18 A19 A20 A21
∑

Punkte

Aufgabe 18. Sei K ein Körper, n ∈ N, A ∈Mn,n(K) und IA := {f ∈ K[t] | f(A) = 0}.

(a) Beh.: IA ⊆ K[t] ist ein Ideal und χcharA ∈ IA.

Beweis. IA ist Ideal, denn

(I1) 0 ∈ IA, denn 0(A) = 0.

(I2) Seien f, g ∈ IA. Dann ist (f + g)(A) = f(A) + g(A) = 0 + 0 = 0, also f + g ∈ IA.
(I3) Sei f ∈ IA und r ∈ K[t]. Dann ist (f · r)(A) = f(A) · r(A) = 0 · r(a) = 0 =⇒ rf ∈ IA.

Mit dem Satz von Cayley-Hamilton gilt χcharA (A) = 0 =⇒ χcharA ∈ IA.

(b) Beh.: Es ex. ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom χmin
A ∈ K[t] \ {0} mit IA =

(
χmin
A

)
.

Beweis. Es ist χcharA 6= 0 und χcharA ∈ IA, also IA 6= (0). Wegen K[t] HIR ex. ein bis auf
Assoziiertheit eindeutig bestimmtes Polynom f ∈ K[t] \ {0} mit (f) = IA. Da K Körper, ex.

genau ein normiertes Polynom χmin
A mit χmin

A
∧
= f und damit (χmin

A ) = IA.

(c) Sei λ ∈ K. Beh.: χmin
A (λ) = 0 ⇐⇒ χcharA (λ) = 0.

Beweis. Sei λ ∈ K mit χcharA (λ) = 0. Dann ist λ Eigenwert von A zu Eigenvektor v ∈ Kn \ {0}
mit Av = λv. Für f ∈ K[t] gilt dann:

f(A)v = a0v + a1Av + . . .+ amA
mv

= a0v + a1λv + . . .+ amA
m−1λv

= a0v + a1λv + . . .+ amλ
mv

= f(λ)v

Damit folgt

0 = χmin
A (A)v = χmin

A (λ)v.

Wegen v 6= 0, folgt χmin
A (λ) = 0.

Sei nun χmin
A (λ) = 0. Wegen χcharA ∈ (χmin

A ) ex. ein f ∈ K[t] mit χcharA = f · χmin
A . Damit folgt

χcharA (λ) = f(λ) · χmin
A (λ) = f(λ) · 0 = 0.

(d) Sei B ∈Mn,n(K). Beh.: B ≈ A =⇒ IB = IA und χmin
B = χmin

A .

Beweis. Sei B ≈ A. Dann ex. S ∈ GLn(K) mit B = SAS−1. Es ist

(SAS−1)m = SA

=En︷ ︸︸ ︷
S−1 · S AS−1 · . . . · SAS−1︸ ︷︷ ︸

m-mal

= SAmS−1

Damit folgt

f(SAS−1) =

m∑
k=0

ak(SAS
−1)k

=

m∑
k=0

akSA
kS−1

= S ·
m∑

k=0

akA
K · S−1

= Sf(A)S−1.
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Also gilt

f ∈ IA
⇐⇒ f(A) = 0

S 6=0⇐⇒ Sf(A)S−1 = 0

⇐⇒ f(SAS−1) = 0

⇐⇒ f(B) = 0

⇐⇒ f ∈ IB .

Also ist (χmin
A ) = IA = IB = (χmin

B ) und, wegen χmin
A und χmin

B normiert, χmin
A = χmin

B .

(e) Beh.: Mit A :=

(
1 0
0 1

)
ist χmin

A 6= χcharA .

Beweis. Es ist PA =

(
t− 1 0
0 t− 1

)
. Also c1(A) = c2(A) = t − 1, also mit 19(b) χmin

A = t − 1,

aber χcharA = det(PA) = (t− 1)2 6= t− 1 = χmin
A .

Aufgabe 19. Sei K ein Körper.

(a) Sei g ∈ K[t] nichtkonstant und normiert mit Begleitmatrix Bg. Beh.: χmin
Bg

= g.

Beweis. Zunächst z.Z.: deg(χmin
Bg

) ≥ deg(g). Ang. es ex. ein 0 6= f ∈ IA mit N 3 m := deg(f) <
deg(g) =: n ∈ N. Es gilt ∀k ∈ N mit k < n:

Bk
g e1 = Bk−1

g Bge1 = Bk−1
g e2 = . . . = ek+1.

Damit folgt

f(Bg)e1 = a0e1 + a1e2 + . . .+ amem+1 =



a0
a1
...
am
0
...
0


= 0.

Also a0 = a1 = . . . = am = 0 =⇒ f = 0 �. Da χmin
A 6= 0 =⇒ deg(χmin

A ) ≥ deg(g).

Da χcharA ∈ (χmin
A ), ex. ein r ∈ K[t] mit g = χcharA = r · χmin

A . Da K[t] nullteilerfrei, folgt also
deg(g) = deg(χcharA ) ≥ deg(χmin

A ). Damit folgt deg(g) = deg(χmin
A ) und χmin

A | g. Da g und χmin
A

normiert, folgt g = χmin
A .

(b) Seien n ∈ N und A ∈ Mn,n(K) mit Invariantenteilern c1(A), . . . , cn(A) und c1(A) | . . . | cn(A).
Beh.: cn(A) = χmin

A .

Beweis. Seien g1, . . . , gr die nichtkonstanten Invariantenteiler von A. Dann ist gr = cn und
A ≈ Bg1,...,gr . Bg1,...,gr ist diagonale Blockmatrix, d.h.

Bk
g1,...,gr =

B
k
g1 0

0
. . .

Bk
gr

 .

Damit folgt für f ∈ K[t] beliebig.

f ∈ IBg1,...,gr

⇐⇒ f(Bgk) = 0 ∀k = 1, . . . , r

(a)⇐⇒ gk | f ∀k = 1, . . . , r

g1|g2|...|gr⇐⇒ gr | f
⇐⇒ f = q · gr
⇐⇒ f ∈ (gr).

Also folgt (cn) = (gr) = IBg1,...,gr

18(d)
= IA. Da cn normiert, folgt also cn = χmin

A .
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Aufgabe 20. (a) Es ist n = 8, χcharA = c6(A) · c7(A) · c8(A) = (t+1) · t(t+1) · t2(t+1)3 = t3(t+1)5

und χmin
A = c8(A) = t3(t+ 1)5.

(b) Es ist d1(A) = . . . = d5(A) = 1. d6(A) = c6(A) = t + 1, d7(A) = c6(A) · c7(A) = t(t + 1)2,
d8(A) = d7(A) · c8(A) = t3(t+ 1)5.

A ≈ Bc6,c7,c8 =



−1 0 0

0

[
0 0

1 −1

]
0

0 0


0 0 0 0 0

1 0 0 0 0

0 1 0 0 −1
0 0 1 0 −3
0 0 0 1 −3




.

(c) Die Weistraÿteiler sind h1 = t+ 1, h2 = t, h3 = t+ 1, h4 = t2, h5 = (t+ 1)3.

A ≈ Bh1,h2,h3,h4,h5 =



−1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 −1 0 0

0 0 0

[
0 0

1 0

]
0

0 0 0 0

0 0 −1
1 0 −3
0 1 −3




.

Aufgabe 21. Für A =

(
0 2
1 0

)
∈Mn,n(Q) gilt:

PA =

(
t −2
−1 t

)
∼
(
1 0
0 t2 − 2

)
.

Also sind c1(A) = 1 und c2(A) = t2 − 2. Über Q ist t2 − 2 irreduzibel, also h1 = t2 − 2. Damit folgt
für die Weierstraÿnormalform

A ≈ Bh1
=

(
0 2
1 0

)
.

Über R ist t2 − 2 reduzibel als t2 − 2 = (t+
√
2)︸ ︷︷ ︸

=:h̃1

(t−
√
2)︸ ︷︷ ︸

=:h̃2

, also folgt

A ≈ Bh̃1,h̃2
=

(√
2 0

0 −
√
2

)
.
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