Analysis I: Ubungsblatt 10 Leon Burgard, Christian Merten, Ubungsgruppe Mittwoch

Aufgabe Al A2 A3 A4 A5 >

Punkte

Aufgabe 1. (a) Sei f: [a,b] — R stetige Funktion mit f(a) = 0 und f(z) # 42 Vx € [a, b].
Beh.: f(b) < 42.

Beweis. Angenommen: f(b) > 42. Dann folgt mit ZWS: 3z € [a, b], s.d. f(z) = 42. Widerspruch
7u f(x) # 42 Vx € [a,b]. O

(b) Seien f,g: R — R stetige Funktionen mit f(42) > ¢g(42) und f(x) # g(x) Yz € R.
Beh.: f(x) > g(z) Vz € R

Beweis. Angenommen: Ja € R, s.d. f(a) < g(a). Dann definiere d(z) := f(z) — g(z). Wegen f, g
stetig, ist auch d stetig.

O.B.d.A. @ < 42. Dann wéhle b := 42. Wegen f(b) > ¢g(b) = d(b) > 0 und da f(a) < g(a) =
d(a) < 0.
Ve 3 e [a,b] mit d(z') =0 = f(a’) = g(«’). Widerspruch. O

Aufgabe 2. (a) Beh.: Jede Lipschitz-stetige Funktion ist gleichméfig-stetig.

Beweis. Sei f: D — R Lipschitz-stetig auf D C R. Dann 3L > 0, s.d. |f(z) — f(y)] < Llz — y|
Vz,y € D.

Sei nun € > 0 beliebig. Wéhle ¢ := £. Dann gilt Vo,y € D mit [z —y| <d = §

€

|f(x) = fy) < Lz —y| < L- €.

L
O
(b) Beh.: f: Rt — R mit f(x) = /7 ist gleichméRig stetig, aber nicht Lipschitz-stetig.
Beweis. Sei € > 0 bel. dann wihle § := (%)2 Dann gilt Vz,y € RT mit |z — y| < 6:
v/ monoton steigend 1) ) e 2 €
Ve : vl ‘m+ﬁ ‘\/5‘ I 2
= f gleichmifig-stetig.
Sei nun L € R beliebig und wéahle z := 0. Dann gilt
- 1
Ve vil _vo 1 oy
[z =yl vl vy
= f in xy = 0 nicht Lipschitz-stetig. O
(c) Beh.: Jede gleichméRig stetige Funktion ist stetig.
Beweis. Sei f: D — R gleichméafig stetig auf D C R.
Sei € > 0 bel. dann ex. ein § > 0 mit |f(x) — f(y)| < € Yo,y € D mit |x — y| < 4.
Insbesondere fiir ein beliebiges a € D gilt also Vx € D mit |z — a| < 0:
[f(z) = fa)] <e
= f stetig. O

(d) Beh.: Die Funktion f: R — R mit f(z) = 22 ist stetig, aber nicht gleichméRig stetig.
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Beweis. f ist als Polynom stetig. Wahle nun ¢ := 1 und § > 0 beliebig. Dann wéihle = > % — %
und y ;= x + %. Dann gilt |z — y| = g < 4, aber

5\* 8 5 2
<x+2> — 2% = 1:2+6J:+Z—x2 = 5x+z > ‘1—4—1—4 =l=e
= f nicht gleichmé&fig stetig. O
Aufgabe 3. (a) Beweis. o sin(0) = - (-1)*-0=0
00 2k
o cos(0) =Y 7 (—1)k- (gk)! =1
. . ™ T
e sin(m) =sin § rcos 5 +cos o sin g =0
~——
=0 =0
e sin(27) =ginm-cosm + cosm - ginw = 0
=0 =0
m m T T
® cosT=cos - cos 5 —sing -sin Z (%)
=0
™ ™
—cos0 = —2-sin — - sin —
COSTT — COS sin o - sin o

N 2
— cosm—1=-2 (sini)

* 2 2
L (sing) S 1=-2 (sing)
—

® coS2m =cosT-cosm—sinm-sinm = 1

=1 =0
I D o i cosm=—1 . 3, inT
e sinjm —sin § = 2cos(m) -sin(§) == sinym = —sin g
. . 3 . T sin 5 #0 3
e sin2r —sint =0=2cos5m-sin§ = cosym =0

Aus VL folgt sinz > 0 Vz €]0,2[ und % €]0,2] => sinZ =1 und damit sin 37 = —1.

O
(b) Beweis. Mit ¢ = cosx + isinz und (a) folgen direkt
o '3 =cosg +ising =1
o ¢ =cosm+isinT = —1
e c'2 :cos%“—i—zsm%” =—1
e 2™ = cos 27 +isin27r =1
O

Aufgabe 4. (a) f(z) = (2")* = e(@)2* 4> 0. Mit Ketten- und Produktregel folgt
fl(z) = eln@)=’ (z +2z-In(x)) = ()" (z + 2z1Inz).

(b) f(z) =1In(z)® = @)z 2 > 0, Mit Ketten- und Produktregel folgt

(@) = In(z)" (ln(lx) . % 4 hl(ln(:z))) — In(2)" (ln(lgc) 4 ln(ln(x))) .

) f(z)= t22’ =z o £ 1 Mit Quotientenregel folgt
341 g g

(423 + 622 — 1) (23 +1) — (2* + 223 — 2)(32?) 25+ 623 + 622 — 1

/ _ =
fi(x) = (23 +1)2 26 + 223 + 1
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(Vxz+1) (ﬁ - 1), x > 0. Mit Produktregel folgt

f’(w):% ! 1>+(\/E+1)< 1 )_1190 1 _—e-1

3
22

(e) flz)= ﬁ(;l, x > 0. Mit Quotientenregel folgt

114 2?) —In(z) - 22 _ 14o2-In(z) 22 ~ 1+2%(1 —In(x))
(1+22)2 B (1+22)2  p(l+a22)?

(f) f(z) = sin(x)3@) = @) cos@) 3 ¢ 10 < x — 27k < 7 | k € Z}. Mit Ketten- und Produkt-
regel folgt

f'(z) = sin(x)°s®) <Sin 58 cos(x) - cos(z) — In(sin(z)) - sin(o:))
= sin(x)°*® (cot(z) - cos(z) — In(sin(z)) - sin(z))
= sin(z)°*®* (cot(x)? — In(sin(z))).
Fiir x = 27k, k € Z:

sin cos(h) _ in cos(0)
D, f(2mk) = Dy £(0) = 20— on0)

h
oIn(sin(h))-cos(h)
oin(h)
In(sin(h)) - cos(h) —n(h)
= @W -1 ﬂ) e =1.

= f'(2rk) = 1.
Fiir 7 < 2 — 27k < 2m: sin(z) < 0 = sin(x)°%@) ¢ R.

. /
(g) f(z) = In(tan(z)) — ;22((22?), T € (0, 2) Mit Quotientenregel folgt fiir (tan(z))’ = (Sm(w)) =

cos(x)

Cos2iiljii§2(w) = COS%(m). Damit folgt mit Ketten- und Quotientenregel:
) = 1 1 2sin(22) -sin?(2z) — cos(2x) - 2sin(2z) - 2 cos(2x)
" tan(z) cos?(z) sin®(2z)
cos?(2x) +

. sin®(2z) sin(x )cos( )

Aufgabe 5. (a) Beh.: f, () := |cos™(z)|, n € N konvergiert auf dem Intervall D := [0, 7] punktweise
1 ze{0,7}

gogen f(w) := 0 sonst

, aber nicht gleichmifig.

Beweis. Sei 0 < € < 1 und z € [0, 7] beliebig. Fiir z € {0, 7} gilt Vn € N
[fn(2) = f(@)] = [cos" (x) = f(x)] = 1" = 1| =0 < e

Fiir 0 < x < m: Wahle n, := [ﬁ—‘ Dann gilt Vn € N, n > n.:

In | cos(x)| |-

| cos(z)|<1 In () In(e)
nl@) = F@)] = eos"(@)] "™ eos (2)] < [eosmin | = et e = ¢

= fn(z) punktweise konvergent

Sei nun n, € N beliebig. Definiere { = e S0, Wegen € <1 = In(¢) <0 = ¢ < 1. Damit
definiere £ := arccos (¢). Dann gilt Vo € (0, 5] mit 2 < &:

n(e) n(e)
| fr.(x) = f(x)] = |cos" (z)] > ‘cos”e (arccos (el%)ﬂ e e = e,

= f, nicht gleichmifig konvergent. O
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b) Beh.: f,(x) konvergiert auf dem Intervall D= T 371 gleichmifig mit f(x) = 0.
14

Beweis. Sei € > 0 beliebig. Dann wéhle n. := Ln(ln(e)))—‘ Sei nun z € D bel. Dann gilt Vn € N,

cos(%
n > ne
|[fn(x) = f ()] = | cos™ ()]
| cos(z)|<1
< | cos™ (@) |
In | cos(z)| —=C
< (1)
cos( %) > |cos(x)| In x)). ()
W7 ) ()
= €.
= f, gleichméfig konvergent. O



