
Analysis I: Übungsblatt 10 Leon Burgard, Christian Merten, Übungsgruppe Mittwoch

Aufgabe A1 A2 A3 A4 A5
∑

Punkte

Aufgabe 1. (a) Sei f : [a, b]→ R stetige Funktion mit f(a) = 0 und f(x) 6= 42 ∀x ∈ [a, b].

Beh.: f(b) < 42.

Beweis. Angenommen: f(b) ≥ 42. Dann folgt mit ZWS: ∃x ∈ [a, b], s.d. f(x) = 42. Widerspruch
zu f(x) 6= 42 ∀x ∈ [a, b].

(b) Seien f, g : R→ R stetige Funktionen mit f(42) > g(42) und f(x) 6= g(x) ∀x ∈ R.
Beh.: f(x) > g(x) ∀x ∈ R

Beweis. Angenommen: ∃a ∈ R, s.d. f(a) < g(a). Dann de�niere d(x) := f(x)− g(x). Wegen f, g
stetig, ist auch d stetig.

O.B.d.A. a < 42. Dann wähle b := 42. Wegen f(b) > g(b) =⇒ d(b) > 0 und da f(a) < g(a) =⇒
d(a) < 0.
ZWS
=⇒ ∃x′ ∈ [a, b] mit d(x′) = 0 =⇒ f(x′) = g(x′). Widerspruch.

Aufgabe 2. (a) Beh.: Jede Lipschitz-stetige Funktion ist gleichmäÿig-stetig.

Beweis. Sei f : D → R Lipschitz-stetig auf D ⊂ R. Dann ∃L > 0, s.d. |f(x) − f(y)| ≤ L|x − y|
∀x, y ∈ D.

Sei nun ε > 0 beliebig. Wähle δ := ε
L . Dann gilt ∀x, y ∈ D mit |x− y| < δ = ε

L

|f(x)− f(y)| ≤ L|x− y| < L · ε
L

= ε.

(b) Beh.: f : R+ → R mit f(x) =
√
x ist gleichmäÿig stetig, aber nicht Lipschitz-stetig.

Beweis. Sei ε > 0 bel. dann wähle δ :=
(
ε
2

)2
. Dann gilt ∀x, y ∈ R+ mit |x− y| < δ:

|
√
x−√y|

√
x monoton steigend

< |
√
x+ δ −

√
x| =

∣∣∣∣ δ√
x+ δ +

√
x

∣∣∣∣ < ∣∣∣∣ δ√δ
∣∣∣∣ = ε2

4
· 2
ε
=
ε

2
< ε.

=⇒ f gleichmäÿig-stetig.

Sei nun L ∈ R beliebig und wähle x := 0. Dann gilt

|
√
x−√y|
|x− y|

=

√
y

|y|
=

1
√
y

y↘0−−−→∞ > L.

=⇒ f in x0 = 0 nicht Lipschitz-stetig.

(c) Beh.: Jede gleichmäÿig stetige Funktion ist stetig.

Beweis. Sei f : D → R gleichmäÿig stetig auf D ⊂ R.
Sei ε > 0 bel. dann ex. ein δ > 0 mit |f(x)− f(y)| < ε ∀x, y ∈ D mit |x− y| < δ.

Insbesondere für ein beliebiges a ∈ D gilt also ∀x ∈ D mit |x− a| < δ:

|f(x)− f(a)| < ε.

=⇒ f stetig.

(d) Beh.: Die Funktion f : R→ R mit f(x) = x2 ist stetig, aber nicht gleichmäÿig stetig.
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Beweis. f ist als Polynom stetig. Wähle nun ε := 1 und δ > 0 beliebig. Dann wähle x > 1
δ −

δ
4

und y := x+ δ
2 . Dann gilt |x− y| = δ

2 < δ, aber∣∣∣∣∣
(
x+

δ

2

)2

− x2
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣x2 + δx+
δ2

4
− x2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣δx+
δ2

4

∣∣∣∣ > ∣∣∣∣1− δ2

4
+
δ2

4

∣∣∣∣ = 1 = ε.

=⇒ f nicht gleichmäÿig stetig.

Aufgabe 3. (a) Beweis. � sin(0) =
∑∞
k=0(−1)k · 0 = 0

� cos(0) =
∑∞
k=0(−1)k ·

02k

(2k)! = 1

� sin(π) = sin π
2 · cos

π

2︸ ︷︷ ︸
=0

+cos
π

2︸ ︷︷ ︸
=0

· sin π
2 = 0

� sin(2π) = sinπ︸︷︷︸
=0

· cosπ + cosπ · sinπ︸︷︷︸
=0

= 0

� cosπ = cos
π

2
· cos π

2︸ ︷︷ ︸
=0

− sin π
2 · sin

π
2 (∗)

cosπ − cos 0 = −2 · sin π
2
· sin π

2

=⇒ cosπ − 1 = −2
(
sin

π

2

)2
(∗)
=⇒ −

(
sin

π

2

)2
− 1 = −2

(
sin

π

2

)2
=⇒

(
sin

π

2

)2
= 1

(∗)
=⇒ cosπ = −1.

� cos 2π = cosπ · cosπ︸ ︷︷ ︸
=1

− sinπ · sinπ︸ ︷︷ ︸
=0

= 1

� sin 3
2π − sin π

2 = 2 cos(π) · sin(π2 )
cosπ=−1
=⇒ sin 3

2π = − sin π
2

� sin 2π − sinπ = 0 = 2 cos 3
2π · sin

π
2

sin π
2 6=0

=⇒ cos 3
2π = 0

� Aus VL folgt sinx > 0 ∀x ∈]0, 2[ und π
2 ∈]0, 2[ =⇒ sin π

2 = 1 und damit sin 3
2π = −1.

(b) Beweis. Mit eix = cosx+ i sinx und (a) folgen direkt

� ei
π
2 = cos π2 + i sin π

2 = i

� eiπ = cosπ + i sinπ = −1
� ei

3π
2 = cos 3π

2 + i sin 3π
2 = −i

� ei2π = cos 2π + i sin 2π = 1

Aufgabe 4. (a) f(x) = (xx)x = eln(x)·x
2

, x > 0. Mit Ketten- und Produktregel folgt

f ′(x) = eln(x)·x
2

(x+ 2x · ln(x)) = (xx)x(x+ 2x lnx).

(b) f(x) = ln(x)x = eln(ln x)·x, x > 0. Mit Ketten- und Produktregel folgt

f ′(x) = ln(x)x
(

1

ln(x)
· 1
x
· x+ ln(ln(x))

)
= ln(x)x

(
1

ln(x)
+ ln(ln(x))

)
.

(c) f(x) = x4+2x3−x
x3+1 , x 6= −1. Mit Quotientenregel folgt

f ′(x) =
(4x3 + 6x2 − 1)(x3 + 1)− (x4 + 2x3 − x)(3x2)

(x3 + 1)2
=
x6 + 6x3 + 6x2 − 1

x6 + 2x3 + 1
.
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(d) f(x) = (
√
x+ 1)

(
1√
x
− 1
)
, x > 0. Mit Produktregel folgt

f ′(x) =
1

2
√
x

(
1√
x
− 1

)
+
(√
x+ 1

)(
− 1

2x
3
2

)
=

1

2x
− 1

2
√
x
−
√
x

2x
3
2

− 1

2x
3
2

=
−x− 1

2x
3
2

.

(e) f(x) = ln(x)
1+x2 , x > 0. Mit Quotientenregel folgt

f ′(x) =
1
x (1 + x2)− ln(x) · 2x

(1 + x2)2
=

1
x + x− ln(x) · 2x

(1 + x2)2
=

1 + x2(1− ln(x))

x(1 + x2)2
.

(f) f(x) = sin(x)cos(x) = eln(sin(x))·cos(x), x ∈ {0 < x − 2πk < π | k ∈ Z}. Mit Ketten- und Produkt-
regel folgt

f ′(x) = sin(x)cos(x)
(

1

sin(x)
· cos(x) · cos(x)− ln(sin(x)) · sin(x)

)
= sin(x)cos(x) (cot(x) · cos(x)− ln(sin(x)) · sin(x))
= sin(x)cos(x)+1(cot(x)2 − ln(sin(x))).

Für x = 2πk, k ∈ Z:

Dhf(2πk) = Dhf(0) =
sin(h)cos(h) − sin(0)cos(0)

h

=
eln(sin(h))·cos(h)

eln(h)

= e

ln(sin(h))︸ ︷︷ ︸
→ln(h)

· cos(h)︸ ︷︷ ︸
→1

− ln(h)

h→0−−−→ e0 = 1.

=⇒ f ′(2πk) = 1.

Für π ≤ x− 2πk < 2π: sin(x) < 0 =⇒ sin(x)cos(x)) 6∈ R.

(g) f(x) = ln(tan(x)) − cos(2x)
sin2(2x)

, x ∈
(
0, π2

)
. Mit Quotientenregel folgt für (tan(x))′ =

(
sin(x)
cos(x)

)′
=

cos2(x)+sin2(x)
cos2(x) = 1

cos2(x) . Damit folgt mit Ketten- und Quotientenregel:

f ′(x) =
1

tan(x)
· 1

cos2(x)
− 2 sin(2x) · sin2(2x)− cos(2x) · 2 sin(2x) · 2 cos(2x)

sin4(2x)

= 2 · cos2(2x) + 1

sin3(2x) sin(x) cos(x)
.

Aufgabe 5. (a) Beh.: fn(x) := |cosn(x)|, n ∈ N konvergiert auf dem Intervall D := [0, π] punktweise

gegen f(x) :=

{
1 x ∈ {0, π}
0 sonst

, aber nicht gleichmäÿig.

Beweis. Sei 0 < ε < 1 und x ∈ [0, π] beliebig. Für x ∈ {0, π} gilt ∀n ∈ N

|fn(x)− f(x)| = | cosn(x)− f(x)| = |1n − 1| = 0 < ε.

Für 0 < x < π: Wähle nε :=
⌈

ln(ε)
ln | cos(x)|

⌉
. Dann gilt ∀n ∈ N, n > nε:

|fn(x)− f(x)| = | cosn(x)|
| cos(x)|<1

< | cosnε(x)| ≤
∣∣∣cos ln(x)

ln | cos(x)|

∣∣∣ = e
ln(ε)

ln | cos(x)| ln | cos(x)| = ε.

=⇒ fn(x) punktweise konvergent

Sei nun nε ∈ N beliebig. De�niere ζ = e
ln(ε)
nε > 0. Wegen ε < 1 =⇒ ln(ε) < 0 =⇒ ζ < 1. Damit

de�niere ξ := arccos (ζ). Dann gilt ∀x ∈ (0, π2 ] mit x < ξ:

|fnε(x)− f(x)| = |cosnε(x)| >
∣∣∣cosnε (arccos(e ln(ε)

nε

))∣∣∣ = e
ln(ε)
nε
·nε = ε.

=⇒ fn nicht gleichmäÿig konvergent.
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(b) Beh.: fn(x) konvergiert auf dem Intervall D̃ :=
[
π
4 ,

3π
4

]
gleichmäÿig mit f(x) = 0.

Beweis. Sei ε > 0 beliebig. Dann wähle nε :=

⌈
ln(ε)

ln(cos(π4 ))

⌉
. Sei nun x ∈ D̃ bel. Dann gilt ∀n ∈ N,

n > nε

|fn(x)− f(x)| = | cosn(x)|

| cos(x)|<1
< | cosnε(x) |

≤ e
ln | cos(x)| ln(ε)

ln(cos(π4 ))

cos(π4 ) > | cos(x)|
≤ e

ln(cos(π4 ))·
ln(ε)

ln(cos(π4 ))

= ε.

=⇒ fn gleichmäÿig konvergent.
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