Aufgabe 1 (Homomorphismen). (a) Koérperhomomorphismen von Z/3Z — Z/5Z
Es existieren keine Koérperhomomorphismen, da char(Z/3Z) = 3 # 5 = char(Z/57Z).

(b) Gruppenhomomorphismen von (Z/3Z)" — (Z/5Z)"
Die Gruppe <(Z/3Z)X , ',Tg) hat genau zwei Elemente, nimlich {5, 25} und die Gruppe ((Z/E)Z)X ) Tg,)

hat genau 4 Elemente, némlich {Is,25,35,45}. Damit ¢ : (Z/3Z)" — (Z/5Z)” Gruppenhomo-
morphismus, muss gelten:

Da 2, =25 folgt: - .
v (23) = (2)

Wegen 5;1 = 35 und T;l = 15 und Z;l = 45 bleiben fiir ¢ (23) nur zwei Moglichkeiten: ¢ (23) =15
und "2} (ég) = 15.

Das heift es existieren zwei Gruppenhomomorphismen von (Z/3Z)™ — (Z/5Z)":

Der triviale Homomorphismus mit:
©1(A) = T5 fiir alle A € (Z/32)" .

und

15 fiir A=1:
pa(A) =47 T P
45 fir A = 23

Der triviale Homomorphismus ist immer Gruppenhomomorphismus, bleibt zu zeigen, dass 5 auch
Gruppenhomomorphismus ist.

X

Beweis: @y ist Gruppenhomomorphismus. Seien A, B € (Z/37)
Falls A = B = 15:

Falls A = B = 25:
P2 (53 '53) = ¥2 (Is) =1s=45 45 = ¢ (53) T P2 (53) .
Falls A =15 und B = 25:

P2 (T3 '73) = P2 (53) =45 =15-45 = P2 (Ts) T P2 (53) .

Analog folgt dies fiir A =23 und B = 13. O
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Aufgabe 2 (Vektorprodukte). Sei k € R beliebig, dann wéhle z := -1 € R3.
k
Beweis.
-3— 3k 5 2 — Ok 2
—1 x| 0]=1(5k=(2(3+2k)]=[-1
k -2 5 )
O

Es existiert kein y € R? mit:

2 1
yx 1] =12
2 0



Beweis. Die obenstehende Gleichung ergibt folgendes LGS:

2yp —ys =1
2y3 — 2y =2
Y1 —2y2 =0
Aus (T) folgt:
ys = 2y2 — L.

Damit ergibt sich aus (II):
2ys —2y1 =2(2y2 — 1) — 2y =2
= Y1 =2y2 —2
Daraus entsteht ein Widerspruch in (III):

Y1 —2y2 = 2y2 — 2 — 2y = -2 # 0.

Aufgabe 3. Wir definieren die Abbildung —* : R? — R? durch
L
T R ')
() =)
a) Zu zeigen: L 2t und ||z = ||zt Vo € R?

Beweis. Sei € R? beliebig. L z*:
1N L1 —Z2 _ _
(z,2 >_<(:L‘2)’(1:1 >>— z122 + X221 = 0.

lall = V@2 = /a3 + 23 = \/(~22)* + a3 = [l2*].

[l = [l

b) Ist x € R?\ {0} und y € R? mit o L y, so existiert ein a € R derart, dass y = a - 2.

Beweis. Sei x € R?\ mit 2 = (il) und y € R? mit y = <Zl>
2 2

Wegen z L y folgt:

T1Y1 + x2y2 = 0 = m1y1 = —T2Yo.

Fall 1: 21 = 0. = x5 # 0.
.Z'QyQZO — y2:0.

Y1
= . 1 7a:172 = ax2 = yl
e () = ()= ()

x1y1:0 - y1=0.

_ oo maxz\ _ (0N _ [
e ()= () - ()

Wahle nun a := —Z—; cR:

Fall 2: z9o = 0. = x1 #0.

Wahle nun a := g—f cR:

[\



Fall 3: 1 # 0 und z2 # 0.
_n_ Y
Z2 $1.

Y1

<x2 :I:2)
Y2
Xy Il

Wahle nun ¢ == £2 = -4 c R:
T )
L [—ax,
=q-xr =
Y ( axy >

c) Fiir z € R%\ {0} sei f, : R? — R? Abbildung mit:

1
'I+<yvx >.IJ_.

(x,x) (x,x)

()

Zu zeigen: Fiir beliebiges x € R\ {0} ist f, gleich der Identitit des R?.

Beweis. Zz: f.(y) =y Vy € R?
Seien z € R?\ {0} mit z = (i1> und y € R? mit y = <zl)
2 2

Nun:

) x (y, ) ot
)

_ 1 a3y + z122Yy2 Y133 — T122Y2
= 2 + 2

(x,x) T1T2Y1 + T3Y2 —T1T2Y1 + T1Y2
_ 1 <y1x% + 3/195%)

Y23 + ot

. (yl(fvf + z%))

T 22+ a2 \yalad +a3)

-(3)

O

Aufgabe 4. Sei G = (G, -, e)) eine Gruppe. Fiir g € N sei ¢, : G — G Abbildung mit ¢,(z) = g-z-g~*.

(a) cg-10cy =cgocy1 =idg

1 -1

Beweis. Sei x € G beliebig. Dann gilt: c¢y(z) =g-2-g~ ' und ¢y-1(x) =g~ -2 -g.

Zu zeigen: cy-1 (cg()) = cg(cy-1(x)) = .

cg1(cg@) =g (g-x-g7")yg
(

(b) ¢g4 ist ein Gruppenisomorphismus

Beweis. Seien x, y € G beliebig.



(i) Zu zeigen: cg(x) - c4(y) = cq(z - y)
co(z) co(y) =(g-2-97) (g-y-97")
=g-x- (97 9y g
=g-(z-y) g
=cq(z - y).
= ¢4 ist Gruppenhomomorphismus
(ii) Zu zeigen: ¢4 ist bijektiv
Injektivitat: Seien z,y € G mit cy(x) = c4(y)
cg(r)=g-x g7 =gy 97" =cyly)
Kiirzung
= "r=y.

Surjektivitét : Sei ¢ € G. Dann wihle z := g~ !¢ g.

-1 -1

= ¢y(r)=g- (9 cg9)- g =c
= ¢g4 ist bijektiv
= ¢, ist Gruppenisomorphismus O

(c) Ist ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus, so gilt ¢, (kery) = kero.

Beweis. Zu zeigen: cq(kery) = kero.

(i) (=) Sei z € ¢4(kery). Zu zeigen: p(x) = eq.
Ir € kery : ¢4(r) = x. Fixiere r. =

p(z) =plg -

#ERROm o (g) - o(r) - <g-1>
=¢(9) - en - 90( )
= ¢(9) - 0lg)™"
=ey.

(ii) (<=) Sei r € kerp. Zu zeigen: r € cy(kery), also Iz € kerp : cy(zx) =7
Wihle 7 :=g~!-r.g € G. Analog zu (i):

o(x) =g ") -o(r) - olg) = e(9) " - vlg) = ea.

= z € kerp.

= c¢y4(x) =71

(d) Die Abbildung ¢ : G — Aut(G) mit g — ¢, ist ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Seien g, h € G. ¢, ist ein Gruppenautomorphismus, wegen (b) und ¢, : G — G. Aut(G)
ist Gruppe beziiglich o.

Zu zeigen: c(g) o c(h) = ¢(g - h), also Vi € G : ¢g(cn (1)) = cqg.n(r).
Sei r € G beliebig.



(e) c ist nicht notwendig injektiv.

Beweis. Sei G abelsche Gruppe. Dann gilt fiir alle z € G:

cg)=g-2-g' =g 2-g=cp(2).

1

Aber im Allgemeinen sind g und ¢~ nicht immer gleich, das heifit ¢ i.A. nicht injektiv.



